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ФУНКЦIОНАЛЬНI ЛАНЦЮГОВI ДРОБИ ТИПУ ТIЛЕ

This article is devoted to a functional Thiele–like continued fractions. The g–reciprocal deriva-
tives are considered, the properties of g–reciprocal derivatives are got, the rules of g–reciprocal
differentiation are given.

Робота присвячена функцiональним ланцюговим дробам типу Тiле. Введенi в розгляд g–
оберненi похiднi, отриманi властивостi таких похiдних та обґрунтованi правила g–оберненого
диференцiювання.

Вступ. Добре вiдомо, що функцiя f(x) однiєї дiйсної змiнної, яка визначена
на вiдрiзку [α, β] ⊂ R та задана своїми значеннями в точках множини

X = {xi : xi ∈ [α, β], i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj при i 6= j}, (1)

може бути наближена узагальненим iнтерполяцiйним багаточленом

g(x; b0, b1, . . . , bn) = b0ϕ0(x) + b1ϕ1(x) + · · ·+ bnϕn(x), (2)

де {ϕi(x)}— система функцiй Чебишова [1].
Коефiцiєнти узагальненого iнтерполяцiйного багаточлена (2) однозначно ви-

значаються iз iнтерполяцiйної умови

fi = g(xi; b0, b1, . . . , bn), де fi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (3)

Узагальнений iнтерполяцiйний багаточлен для заданої системи функцiй Чеби-
шова iснує, єдиний i може бути поданий у рiзних формах запису. Наприклад,
якщо ϕi(x) = xi, i = 0, 1, . . ., то iнтерполяцiйний багаточлен можна подати у
формах Лагранжа та Ньютона.

Аналогом iнтерполяцiйного багаточлена у формi Ньютона в теорiї ланцюго-
вих дробiв виступає iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб Т. Тiле (IЛДТ) [2]

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
= b0 +

x− x0

b1 +
x− x1

b2 + . . .
+

x− xn−2

bn−1 +
x− xn−1

bn

=

= b0 +
x− x0

b1 +

x− x1

b2 + · · · +

x− xn−1

bn

= b0 +
n

K
i=1

x− xi−1

bi

. (4)

Коефiцiєнти IЛДТ визначаються iз iнтерполяцiйної умови (3) [2–4]. В грани-
чному випадку, коли всi вузли iнтерполяцiї будуть прямувати до одного i того
ж значення, iз IЛДТ (4) отримаємо формулу Тiле — аналог формули Тейлора
в теорiї ланцюгових дробiв.

Дана робота присвячена побудовi узагальненого iнтерполяцiйного ланцюго-
вого дробу типу Тiле, деякого аналогу узагальненого багаточлена (2), та отри-
манню на його основi аналогу формули типу Тiле.
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1. Iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб типу Тiле. Припустимо, що на вiд-
рiзку [α, β] ⊂ R функцiя f(x) визначена своїми значеннями в точках множини
(1). Нехай функцiя t = g(x) неперервна та строго монотонна на [α, β].

Зауваження 1. Умова строгої монотонностi функцiї t = g(x) гарантує,
що множина

G = {ti : ti = g(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n}
буде складатися iз рiзних точок, оскiльки множина X (1) мiстить всi рiзнi
точки.

За аналогiєю з [5] розглянемо наступну послiдовнiсть {vk(x)}, де

f(x) = v0(x), vk−1(x) = vk−1(xk−1) +
g(x)− g(xk−1)

vk(x)
, k = 1, 2, 3, . . . . (5)

Якщо послiдовно вкладати елементи вказаної послiдовностi, то на n+1-му кроцi
отримаємо

f(x) = v0(x) = v0(x0) +
g(x)− g(x0)

v1(x)
= v0(x0) +

g(x)− g(x0)

v1(x1) +

g(x)− g(x1)

v2(x)
=

= · · · = v0(x0) +
g(x)− g(x0)

v1(x1) + · · · +

g(x)− g(xn−1)

vn(xn) +

g(x)− g(xn)

vn+1(x)
.

Пiдставимо 1/vn+1(x) = 0 та позначимо через bk = vk(xk), k = 0, 1, . . . , n,
тодi отримаємо iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб типу Тiле (IЛД–Т)

f(x) ≈ Dn(g; x) = b0 +
n

K
k=1

g(x)− g(xk−1)

bk

, (6)

де bk —невiдомi коефiцiєнти, k = 0, 1, 2, . . . , n.
Якщо скористатися прямим або оберненим рекурентними алгоритмами [6],

то можна поставити у вiдповiднiсть IЛД–Т (6) вiдношення двох узагальнених
багаточленiв вiдносно g(x), тобто

Dn(g; x) =
Pn(g; x)

Qn(g; x)
= b0 +

n

K
k=1

g(x)− g(xk−1)

bk

. (7)

Невiдомi коефiцiєнти bk, k = 0, 1, . . . , n, IЛД (6) визначимо iз наступної iн-
терполяцiйної умови

Dn(g; xi) = fi, i = 0, 1, 2, . . . , n. (8)

Легко бачити, що

Dn(g; xi) = b0 +
i

K
k=1

g(x)− g(xk−1)

bk

. (9)

Аналогiчно як в [3, 4], iз (8) та (9) можна отримати рекурентну формулу зна-
ходження коефiцiєнтiв IЛД–Т (6):

b0 = f0, bk =
g(xk)− g(xk−1)

−bk−1 + · · · +

g(xk)− g(x1)

−b1 +

g(xk)− g(x0)

fk − b0

, k > 1.

Коефiцiєнти bk IЛД–Т (6) також можна визначити через оберненi подiленi g–
рiзницi.
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Оберненi g–рiзницi. Позначимо через Φk[g; x0, . . . , xk−1, x; f ] = vk(x) оберне-
ну подiлену g–рiзницю k–го порядку. Очевидно, що bk = Φk[g; x0, x1, . . . , xk; f ],
приk = 0, 1, 2, . . . , n. Iз (5) отримаємо рекурентну формулу обчислення оберне-
них подiлених g–рiзниць

Φk[g; x0, . . . , xk; f ] =

=
g(xk)− g(xk−1)

Φk−1[g; x0, . . . , xk−2, xk; f ]− Φk−1[g; x0, . . . , xk−2, xk−1; f ]
, (10)

Φ0[g; x; f ] = f(x).

Iз (10) випливає, що обернена подiлена g–рiзниця Φk[g; x0, x1, . . . , xk−1, xk; f ] си-
метрична вiдносно двох останнiх своїх аргументiв xk−1 та xk. Утворимо лiнiйну
комбiнацiю обернених подiлених g–рiзниць

ρk[g; x0, . . . , xk; f ] =

[k/2]∑
i=0

Φk−2i[g; x0, . . . , xk−2i; f ], (11)

яку будемо називати оберненою g–рiзницею k–го порядку. Iз (11) маємо, що

b0 = Φ0[g; x0; f ] = ρ0[g; x0; f ], b1 = Φ1[g; x0, x1; f ] = ρ1[g; x0, x1; f ],

bk = Φk[g; x0, . . . , xk; f ] = ρk[g; x0, . . . , xk; f ]− ρk−2[g; x0, . . . , xk−2; f ], k > 2.

Тодi IЛД–Т (7) запишеться у виглядi

Dn(g; x) = ρ0[g; x0; f ] +
g(x)− g(x0)

ρ1[g; x0, x1; f ] +

g(x)− g(x1)

ρ2[g; x0, x1, x2; f ]− ρ0[g; x0; f ] +

+ · · · +

g(x)− g(xn−1)

ρn[g; x0, x1, . . . , xn; f ]− ρn−2[g; x0, x1, . . . , xn−2; f ]
. (12)

Оберненi g–рiзницi задовольняють наступне рекурентне спiввiдношення

ρk[g; x0, x1, . . . , xk; f ] = ρk−2[g; x0, x1, . . . , xk−2; f ]+

+
g(xk)− g(xk−1)

ρk−1[g; x0, x1, . . . , xk−2, xk; f ]− ρk−1[g; x0, x1, . . . , xk−1; f ]
, (13)

для k = 2, 3, . . . , n, при початкових значеннях

ρ0[g; x0; f ] = f(x0), ρ1[g; x0, x1; f ] =
g(x1)− g(x0)

ρ0[g; x1; f ]− ρ0[g; x0; f ]
.

Легко переконатися, що

ρ1[g; x0, x1; f ] =
g(x1)− g(x0)

f1 − f0

,

ρ2[g; x0, x1, x2; f ] =
g(x0)f0(f2 − f1) + g(x1)f1(f0 − f2) + g(x2)f2(f1 − f0)

f0(f2 − f1) + f1(f0 − f2) + f2(f1 − f0)
.

Отже, 1–а та 2–а оберненi g–рiзницi симетричнi вiдносно всiх аргументiв. Да-
лi покажемо, що обернена g–рiзниця k–го порядку ρk = ρk[g; x0, x1, . . . , xk; f ]
симетрична вiдносно всiх своїх k + 1 аргументу x0, x1, . . . , xk.
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Iз (12) маємо, що P0(g; x) = ρ0, Q0(g; x) = 1, P1(g; x) = ρ0 ρ1 + g(x) − g(x0),
Q1(g; x) = ρ1. Якщо скористатися прямим рекурентним алгоритмом [6], то мо-
жна отримати [7, с. 110]:

P2m(g; x) = a0 + a1 g(x) + · · ·+ am−1 gm−1(x) + ρ2m gm(x),

Q2m(g; x) = b0 + b1 g(x) + · · ·+ bm−1 gm−1(x) + gm(x),
(14)

P2m+1(g; x) = c0 + c1 g(x) + · · ·+ cm−1 gm−1(x) + cm gm(x) + gm+1(x),

Q2m+1(g; x) = d0 + d1 g(x) + · · ·+ dm−1 gm−1(x) + ρ2m+1g
m(x),

де a0, . . . , am−1, b0, . . . , bm−1, c0, . . . , cm, d0, . . . , dm−1—деякi коефiцiєнти.
Iз (14) випливає, що deg Pn(g; x) =

[
n+1

2

]
, deg Qn(g; x) =

[
n
2

]
вiдносно

t = g(x). Оскiльки для IЛД–Т (6) має мiсце iнтерполяцiйна умова (9), то [7]

ρµ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 t0 t0 f0 t20 t20 f0 · · · tm−1
0 tm−1

0 f0 tm0 f0

1 f1 t1 t1 f1 t21 t21 f1 · · · tm−1
1 tm−1

1 f1 tm1 f1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 fµ tµ tµ fµ t2µ t2µ fµ · · · tm−1
µ tm−1

µ fµ tmµ fµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 t0 t0 f0 t20 t20 f0 · · · tm−1
0 tm−1

0 f0 tm0
1 f1 t1 t1 f1 t21 t21 f1 · · · tm−1

1 tm−1
1 f1 tm1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 fµ tµ tµ fµ t2µ t2µ fµ · · · tm−1
µ tm−1

µ fµ tmµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (15)

ρν =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 t0 t0 f0 · · · tm−1
0 tm−1

0 f0 tm0 tm+1
0

1 f1 t1 t1 f1 · · · tm−1
1 tm−1

1 f1 tm1 tm+1
1

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
1 fν tν tν fν · · · tm−1

ν tm−1
ν fν tmν tm+1

ν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 t0 t0 f0 · · · tm−1
0 tm−1

0 f0 tm0 tm0 f0

1 f1 t1 t1 f1 · · · tm−1
1 tm−1

1 f1 tm1 tm1 f1

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
1 fν tν tν fν · · · tm−1

ν tm−1
ν fν tmν tmν fν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (16)

де tk = g(xk), k = 0, 1, 2, . . . , 2m + 1, µ = 2m, ν = 2m + 1.
Iз (15)–(16) безпосередньо випливає, що обернена g–рiзниця симетрична вiд-

носно всiх своїх аргументiв.

Властивостi обернених g–рiзниць. Оскiльки далi всi перетворення у ви-
значниках (15) та (16) здiйснюються над рядочками, то будемо записувати тiль-
ки i-й рядок цих визначникiв. Тодi (15) та (16) запишуться наступним чином

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ] =

∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1
i , tm−1

i fi, tmi fi

∣∣
∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1

i , tm−1
i fi, tmi

∣∣ , (17)

ρ2m+1[g; x0, x1, . . . , x2m+1; f ] =

∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1
i , tm−1

i fi, tmi , tm+1
i

∣∣
∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1

i , tm−1
i fi, tmi , tmi fi

∣∣ . (18)

Iз (17)–(18) безпосередньо випливає наступне твердження.
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Твердження 1. Нехай C — деяка стала. Тодi

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; Cf ] = Cρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ] , (19)

ρ2m+1[g; x0, x1, . . . , x2m+1; Cf ] =
1

C
ρ2m+1[g; x0, x1, . . . , x2m+1; f ] . (20)

Твердження 2. Нехай zi = z(xi), A,B, C,D — деякi сталi. Тодi оберненi
g–рiзницi задовольняють спiввiдношення:

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f + C] = ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ] + C , (21)

ρ2m+1[g; x0, x1, . . . , x2m+1; f + C] = ρ2m+1[g; x0, x1, . . . , x2m+1; f ] , (22)

ρ2m

[
g; x0, x1, . . . , x2m;

f

z

]
=

∣∣zi, fi, tizi, tifi, · · · , tm−1
i zi, tm−1

i fi, tmi fi

∣∣
∣∣zi, fi, tizi, tifi, · · · , tm−1

i zi, tm−1
i fi, tmi zi

∣∣ , (23)

ρ2m+1

[
g; x0, x1, . . . , x2m+1;

f

z

]
=

∣∣zi, fi, tizi, tifi, · · · , tmi zi, tm+1
i zi

∣∣
∣∣zi, fi, tizi, tifi, · · · , tmi zi, tmi fi

∣∣ , (24)

ρ2m

[
g; x0, x1, . . . , x2m;

1

f

]
=

1

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ]
, (25)

ρ2m

[
g; x0, x1, . . . , x2m;

A + Bf

C + Df

]
=

A + Bρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ]

C + Dρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ]
. (26)

Доведення. Iз (17) маємо

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f + C] =

=

∣∣1, fi + C, ti, ti(fi + C), · · · , tm−1
i , tm−1

i (fi + C), tmi (fi + C)
∣∣

∣∣1, fi + C, ti, ti(fi + C), · · · , tm−1
i , tm−1

i (fi + C), tmi
∣∣ .

Оскiльки
∣∣1, fi + C, ti, ti(fi + C), · · · , tm−1

i , tm−1
i (fi + C), tmi (fi + C)

∣∣ =

=
∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1

i , tm−1
i fi, tmi fi

∣∣+
+C

∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1
i , tm−1

i fi, tmi
∣∣ ,

а ∣∣1, fi + C, ti, ti(fi + C), · · · , tm−1
i , tm−1

i (fi + C), tmi
∣∣ =

=
∣∣1, fi, ti, tifi, · · · , tm−1

i , tm−1
i fi, tmi

∣∣ ,

то iз (17) випливає, що

ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f + C] = ρ2m[g; x0, x1, . . . , x2m; f ] + C.

Аналогiчно доводиться (22).
Спiввiдношення (23) та (24) отримаємо безпосередньо iз (17) та (18) вiдпо-

вiдно, якщо i рядки визначникiв чисельника i знаменника помножимо на zi.
Якщо у (23) пiдставити 1/f , а потiм зробити перестановку непарних та пар-

них рядкiв у визначниках чисельника та знаменника, то отримаємо (25).
Оскiльки

A + Bf

C + Df
=

B

D
+

A−BC/D

C + Df
,

то скориставшись (19), (21) та (25) отримаємо (26).
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Формула типу Тiле. При побудовi IЛД–Т (6) робилися припущення, що
всi iнтерполяцiйнi вузли xi, i = 0, . . . , n, рiзнi. Перейдемо тепер до граничного
випадку, коли всi вузли, чи деяка їх частина, прямують до одного i того ж
значення.

Означення 1. Граничне значення оберненої g–рiзницi k–го порядку у випад-
ку, коли всi вузли x0, x1, . . . , xk прямують до x, назвемо g–оберненою похiдною
k–го порядку i позначимо через {k}fg(x), тобто

{k}fg(x) = ρk[g; x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k+1

; f ] = lim
x0,x1,...,xk→x

ρk[g; x0, x1, . . . , xk; f ]. (27)

З (16) та (27) при m = 0 маємо:

{1}fg(x) = ρ1[g; x, x; f ] = lim
x0,x1→x

∣∣∣∣
1 g(x0)
1 g(x1)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1 f(x0)
1 f(x1)

∣∣∣∣
= lim

h→0

∣∣∣∣
1 g(x)
1 g(x + h)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1 f(x)
1 f(x + h)

∣∣∣∣
=

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣

1 g(x)

0
g(x + h)− g(x)

h

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 f(x)

0
f(x + h)− f(x

h

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1 g(x)
0 g′(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1 f(x)
0 f ′(x)

∣∣∣∣
=

g′(x)

f ′(x)
.

Зауваження 2. Очевидно, що {1}fg(x) = g′(x) · (1)f(x), де (1)f(x) обернена
похiдна Тiле 1–го порядку [2], а отже у випадку, коли g(x) = x, то g–обернена
похiдна 1–го порядку буде збiгатися iз оберненою похiдною Тiле.

Iз (15) та (27) при m = 1 отримуємо, що

{2}fg(x) = ρ2[g; x, x, x; f ] = lim
x0,x1,x2→x

∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) f(x0)g(x0)
1 f(x1) f(x1)g(x1)
1 f(x2) f(x2)g(x2)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) g(x0)
1 f(x1) g(x1)
1 f(x2) g(x2)

∣∣∣∣∣∣

=

= lim
h→0
x2→x

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)g(x)
1 f(x + h) f(x + h)g(x + h)
1 f(x2) f(x2)g(x2)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)
1 f(x + h) g(x + h)
1 f(x2) g(x2)

∣∣∣∣∣∣

=
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= lim
h→0
x2→x

∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)g(x)

0 f(x+h)−f(x)
h

f(x+h)g(x+h)−f(x)g(x)
h

1 f(x2) f(x2)g(x2)

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)

0 f(x+h)−f(x)
h

g(x+h)−g(x)
h

1 f(x2) g(x2)

∣∣∣∣∣∣∣

=

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)g(x)

0 f ′(x)
(
f(x)g(x)

)′
1 f(x + h) f(x + h)g(x + h)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x) g(x)
0 f ′(x) g′(x)
1 f(x + h) g(x + h)

∣∣∣∣∣∣

=

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)g(x)

0 f ′(x)
(
f(x)g(x)

)′

0 f(x+h)−f(x)−h f ′(x)
h2

f(x+h)g(x+h)−f(x)g(x)−h (f(x)g(x))′
h2

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) g(x)
0 f ′(x) g′(x)

0 f(x+h)−f(x)−h f ′(x)
h2

g(x+h)−g(x)−h g′(x)
h2

∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x)g(x)

0 f ′(x)
(
f(x)g(x)

)′

0
f ′′(x)

2!

(
f(x)g(x)

)′′
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) g(x)
0 f ′(x) g′(x)

0
f ′′(x)

2!

g′′(x)

2!

∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Отримаємо формули взаємозв’язку g–оберненої похiдної k–го порядку iз по-
хiдними функцiй f(x) та g(x) у загальному випадку. Для цього розглянемо два
випадки: a) k = 2m; b) k = 2m + 1.

a) Нехай k = 2m. Тодi згiдно з (15) та (27) отримуємо
{2m}fg(x) = ρ2m[g; x, x, · · · , x︸ ︷︷ ︸

2m+1

; f ] = lim
x0,··· ,x2m→x

ρ2m[g; x0, x1, · · · , x2m; f ] =

= lim
x0,··· ,x2m→x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) g(x0) · · · gm−1(x0) f(x0) gm(x0) f(x0)

1 f(x1) g(x1) · · · gm−1(x1) f(x1) gm(x1) f(x1)
...

...
... . . . ...

...
1 f(x2m) g(x2m) · · · gm−1(x2m) f(x2m) gm(x2m) f(x2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) g(x0) · · · gm−1(x0) f(x0) gm(x0)

1 f(x1) g(x1) · · · gm−1(x1) f(x1) gm(x1)
...

...
... . . . ...

...
1 f(x2m) g(x2m) · · · gm−1(x2m) f(x2m) gm(x2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Здiйснимо поступовий перехiд до границi у визначниках чисельника i зна-
менника. Пiдставимо x замiсть x0 та x + h замiсть x1, вiднiмемо у визначниках
вiд 2–го рядка 1–й, роздiлимо 2–й рядок на h та перейдемо до границi при
h → 0; замiсть x2 пiдставимо x + h, вiд 3–го рядка вiднiмемо 1–й рядок та 2–й
помножений на h, подiлимо 3–й рядок на h2 i перейдемо до границi при h → 0;
i т.д. У загальному випадку на i-му кроцi, i = 1, 2, · · · , 2m, пiдставимо x + h
замiсть xi, вiд i + 1–го рядка вiднiмемо 1–й рядок, 2–й рядок помножений на h,
3–й рядок помножений на h2 i т.д. i–й рядок помножений на hi−1, подiлимо i–й
рядок на hi та перейдемо до границi при h → 0. Пiсля 2m таких крокiв кiнцеве
отримаємо:

{2m}fg(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gmf

0 f ′ g′
(
gf

)′ · · · (
gm−1f

)′ (
gmf

)′

0 f ′′
2!

g′′
2!

(gf)′′
2!

· · · (gm−1f)′′
2!

(gmf)′′
2!

...
...

...
... . . . ...

...

0 f (2m)

(2m)!
g(2m)

(2m)!
(gf)(2m)

(2m)!
· · · (gm−1f)(2m)

(2m)!
(gmf)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gm

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

0 f ′′
2!

g′′
2!

(gf)′′
2!

· · · (gm−1f)′′
2!

(gm)′′
2!

...
...

...
... . . . ...

...

0 f (2m)

(2m)!
g(2m)

(2m)!
(gf)(2m)

(2m)!
· · · (gm−1f)(2m)

(2m)!
(gm)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (28)

b) У випадку, коли k = 2m + 1, аналогiчним чином отримуємо:

{2m+1}fg(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm gm+1

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gm+1)′

0 f ′′
2!

g′′
2!

(gf)′′
2!

· · · (gm)′′
2!

(gm+1)′′
2!

...
...

...
... . . . ...

...

0 f (2m+1)

(2m+1)!
g(2m+1)

(2m+1)!
(gf)(2m+1)

(2m+1)!
· · · (gm)(2m+1)

(2m+1)!
(gm+1)(2m+1)

(2m+1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm gmf

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gm)′

0 f ′′
2!

g′′
2!

(gf)′′
2!

· · · (gm)′′
2!

(gm)′′
2!

...
...

...
... . . . ...

...

0 f (2m+1)

(2m+1)!
g(2m+1)

(2m+1)!
(gf)(2m+1)

(2m+1)!
· · · (gm)(2m+1)

(2m+1)!
(gmf)(2m+1)

(2m+1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (29)

У формулах (28)–(29) аргументи функцiй f(x) та g(x) опущенi.

Зауваження 3. Якщо g(x) = x, то (28) та (29) будуть збiгатися iз вiдо-
мими формулами iз [8], [9].
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Визначимо рекурентне спiввiдношення для обчислення g–обернених похi-
дних. З (13) випливає, що

ρk[g; x0, . . . , xk; f ]− ρk−2[g; x0, . . . , xk−2; f ] =

=
g(xk)− g(xk−1)

ρk−1[g; x0, . . . , xk−2, xk; f ]− ρk−1[g; x0, . . . , xk−1; f ]
.

Нехай в останньому спiввiдношеннi x0 = x1 = · · · = xk−1 = x, а xk = y. Тодi

ρk−1[g; x, . . . , x, x; f ]− ρk−1[g; x, . . . , x, y; f ]

g(x)− g(y)
=

=
1

ρk[g; x, . . . , x, y; f ]− ρk−2[g; x, . . . , x, x; f ]
.

Аналогiчно, якщо x0 = x1 = · · · = xk−3 = xk−1 = x, а xk−2 = xk = y, то
враховуючи симетричнiсть обернених g–рiзниць, можна отримати

ρk−1[g; x, . . . , x, y; f ]− ρk−1[g; x, . . . , x, y, y; f ]

g(x)− g(y)
=

=
1

ρk[g; x, . . . , x, y, y; f ]− ρk−2[g; x, . . . , x, y; f ]
,

якщо x0 = x1 = · · · = xk−4 = xk−1 = x, а xk−3 = xk−2 = xk = y, то

ρk−1[g; x, . . . , x, y, y; f ]−ρk−1[g; x, . . . , x, y, y, y; f ]

g(x)− g(y)
=

=
1

ρk[g; x, . . . , x, y, y, y; f ]−ρk−2[g; x, . . . , x, y, y; f ]
,

· · · · · · · · · · · · · · ·
ρk−1[g; x, y . . . , y; f ]− ρk−1[g; y, . . . , y; f ]

g(x)− g(y)
=

1

ρk[g; x, y, . . . , y; f ]− ρk−2[g; y, . . . , y; f ]
.

Додавши k спiввiдношень маємо

ρk−1[g; x, x, · · · , x; f ]− ρk−1[g; y, y, · · · , y; f ]

g(x)− g(y)
=

=
1

ρk[g; x, x, · · · , x, y; f ]− ρk−2[g; x, x, · · · , x; f ]
+

+
1

ρk[g; x, · · · , x, y, y; f ]− ρk−2[g; x, · · · , x, y; f ]
+

+ · · ·+ 1

ρk[g; x, y, · · · , y; f ]− ρk−2[g; y, · · · , y; f ]
.

Перейшовши до границi у лiвiй та правiй частинах при y → x отримуємо

({k−1}fg(x))′

g′(x)
=

k
{k}fg(x)− {k−2}fg(x)

.
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Кiнцеве маємо рекурентне спiввiдношення для знаходження g–обернених похi-
дних

{k}fg(x) =
k · g′(x)

({k−1}fg(x))′
+ {k−2}fg(x), k > 2, {0}fg(x) = f(x), {1}fg(x) =

g′(x)

f ′(x)
. (30)

Тодi iз (6) та (12) отримуємо в околi точки x∗ формулу типу Тiле

f(x) ≈ fg(x∗) +
g(x)− g(x∗)

g′(x){1}fg(x∗) +

g(x)− g(x∗)

2 g′(x) /({1}fg(x∗))′ +

g(x)− g(x∗)

3 g′(x)/ ({2}fg(x∗))
′ +

+ · · · +

g(x)− g(x∗)

n g′(x)/ ({n−1}fg(x∗))
′ . (31)

Зауваження 4. Якщо g(x) = x, то g′(x) = 1 i {n}fg(x) = (n)f(x) i формула
(31) набуває вигляду формули Тiле [5, 7].

Зауваження 5. Формула (31), як результат формальної пiдстановки у
формулу Тiле замiсть незалежної змiнної x деякої функцiї g(x), наведена та-
коє в [5]. При цьому нiяких умов на функцiю g(x) не накладалося.

Властивостi g–обернених похiдних. Припустимо, що функцiя f(x) в ко-
жнiй точцi вiдрiзку [α, β] має похiднi (скiнчене значення, +∞ чи −∞) до n–го
порядку включно, n > 1.

Твердження 3. 1. Нехай в точцi x0 ∈ (α, β), f ′(x0) = 0, а g′(x0) 6= 0, тодi
{1}fg(x0) = +∞, якщо функцiї f(x) та g(x) одночасно строго зростають або
спадають в деякому околi точки x0 i {1}fg(x0) = −∞, якщо одна iз функцiй f(x)
або g(x) спадає, а iнша зростає в деякому околi точки x0.
2. Нехай в деякiй точцi x0 ∈ (α, β), f ′(x0) = ±∞, g′(x0) 6= 0, тодi {1}fg(x0) = 0.

Твердження 3 безпосередньо випливає iз (30) та властивостей похiдних [10,11].

Зауваження 6. За аналогiєю iз „звичайними“ похiдними, для g–обернених
похiдних можна означити g–обернену лiву похiдну {1}fg−(x) та g–обернену пра-
ву похiдну {1}fg+(x) та аналог похiдних чисел [12].

Iз твердження 3 та (30) безпосередньо випливає наступне твердження.

Твердження 4. Нехай {n−2}fg(x0) = C, x0 ∈ (α, β), де C = Const, C 6= 0,
|C| < ∞. Тодi :
1. якщо {n−1}fg(x0) = 0, g′(x0) 6= 0, то {n}fg(x0) = +∞, коли в деякому околi то-
чки x0 g–обернена похiдна {n−1}fg(x) та функцiя g(x) одночасно зростають або
спадають i {n}f(x0) = −∞, коли або g–обернена похiдна {n−1}fg(x) або функцiя
g(x) одна монотонно спадає, а iнша монотонно зростає в деякому околi точки
x0;
2. якщо {n−1}fg(x0) = ±∞, а g′(x) 6= 0, то тодi {n}fg(x0) = 0.

З означення g–оберненої похiдної, похiдної складеної функцiї та похiдної обер-
неної функцiї [10] безпосередньо випливають наступнi твердження.

Твердження 5. Нехай функцiя y = f(x) має похiдну (скiнчене значення,
−∞ чи +∞) в точцi x0, а функцiя z = ϕ(y) має похiдну (скiнчене значення,
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−∞ чи +∞) в точцi y0 = f(x0). Тодi складена функцiя z = F (x) = ϕ(f(x)) має
в точцi x0 g–обернену похiдну i

{1}Fg(x0) =
g′(x0)

ϕ′y(y0)f ′(x0)
.

Зауваження 7. Якщо функцiя g′(x) визначена в точцi x = y0, то

{1}Fg(x0) =
{1}ϕg(y0)

{1}fg(x0)

g′(y0)
.

Твердження 6. Нехай в деякiй точцi x0 функцiя f(x) має g–обернену по-
хiдну {1}fg(x0) i для функцiї iснує однозначна обернена функцiя x = h(y), яка
неперервна у вiдповiднiй точцi y0 = f(x0). Нехай функцiя g′(x) визначена в
точцi x = y0. Тодi g–обернена похiдна hg(y0) iснує i виконується

{1}hg(y0) =
g′(x0) g′(y0)
{1}fg(x0)

.

Правила g–оберненого диференцiювання. Визначимо правила знаходже-
ння g–обернених похiдних для суми, рiзницi, добутку та частки двох функцiй.

Твердження 7. Нехай iснують g–оберненi похiднi функцiй u = f(x) та
v = g(x). Тодi g–оберненi похiднi суми, рiзницi, добутку та частки цих фун-
кцiй визначаються за формулами:

{1}(u± v)g =
{1}ug

{1}vg

{1}vg ± {1}ug

, (32)

{1}(u v)g =
{1}ug

{1}vg

{1}ug u + {1}vg v
, (33)

{1}(u/v)g =
v2 {1}ug

{1}vg

{1}vg v − {1}ug u
. (34)

Доведення. Iз (30) маємо:

{1}(u± v)g =
g′

u′ ± v′
=

g′

g′/{1}ug ± g′/{1}vg

=
{1}vg

{1}ug

{1}vg ± {1}ug

.

Аналогiчно у випадку добутку функцiй отримуємо:

{1}(u v)g =
g′

(u v)′
=

g′

u′ v + u v′
=

g′

vg′/{1}ug + ug′/{1}vg

=
{1}vg

{1}ug

{1}vg v + {1}ug u
.

У випадку частки функцiй u i v маємо:

{1}(u/v)g =
g′

(u/v)′
=

v2g′

u′ v − u v′
=

v2g′

vg′/{1}ug − ug′/{1}vg

=
v2 {1}vg

{1}ug

{1}vg v − {1}ug u
.

Формули (32)–(34) доведено.
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Твердження 8. Якщо функцiї fk(x) , k = 1, 2, 3, . . . , n, мають g–оберненi
похiднi, то

{1}( n∑

k=1

fk

)
=

n∏
k=1

{1}(fk)g

n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

{1}(fj)g

,
{1}( n∏

k=1

fk

)
=

n∏
k=1

{1}(fk)g

n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

{1}(fj)g fj

.

Доведення. Спiввiдношення доводяться методом повної математичної iн-
дукцiї спираючись на (32) та (33).

Як наслiдок iз твердження 8 випливає наступне твердження.

Твердження 9. Якщо iснує g–обернена похiдна функцiї f(x), то

{1}(fn)g =
{1}fg

n fn−1
, {1}(nf)g =

{1}fg

n
.

Твердження 10. Для довiльного n = 0, 1, 2, . . . мають мiсце спiввiдноше-
ння

{2n}(Cf)g = C {2n}fg , {2n+1}(Cf)g = 1
C
{2n+1}fg , де C = Const.

Доведення. Для доведення твердження скористаємося методом повної ма-
тематичної iндукцiї. Iз (30) маємо

{1}(Cf)g = 1
C
{1}fg,

{2}(Cf)g =
2

({1}(Cf)g)′
+ Cf = C {2}fg.

Припустимо, що твердження виконується при всiх n = 1, 2, . . . , k. Тодi, коли
n = k + 1 iз припущення та (30) маємо:

{2k+2}(Cf)g =
2m + 2

({2k+1}(Cf)g)′
+ {2k}(Cf) =

2k + 2

( 1
C
{2k+1}fg)′

+ C{2k}fg = C {2k+2}fg ,

{2k+3}(Cf)g =
2k + 3

({2k+2}(Cf)g)′
+ {2k+1}(Cf)g =

2k + 3

(C {2k+2}fg)′
+ 1

C
{2k+1}fg =

1

C
{2k+3}fg .

Отже, i в цьому випадку твердження виконується.

Твердження 11. Нехай C = const. При кожному значеннi n = 0, 1, 2, . . .
мають мiсце спiввiдношення

{2n}(f + C)g = {2n}fg + C, {2n+1}(f + C)g = {2n+1}fg .

Доведення. Як i в попередньому випадку, скористаємося методом повної
математичної iндукцiї. Легко бачити, що при n = 0, 1 твердження виконується.
Припустимо, що воно виконується при n = 0, 1, . . . , k. Тодi при n = k + 1 iз
припущення та (30) маємо

{2k+2}(f +C)g =
2k + 2

({2k+1}(f + C)g)′
+{2k}(f +C)g =

2k + 2

({2k+1}fg)′
+{2k}fg +C = {2k+2}fg +C ,

{2k+3}(f +C)g =
2k + 3

({2k+2}(f + C)g)′
+{2k+1}(f +C)g =

2k + 3

({2k+2}fg + C)′
+{2k+1}fg = {2k+3}fg .

Отже, i в цьому випадку твердження має мiсце.
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Зауваження 8. Твердження 10 та твердження 11 можна також було
довести, якщо безпосередньо перейти до границi при x0, x1, . . . , xk → x у (19)–
(20) та (21)–(22) вiдповiдно, де k ∈ {2m, 2m + 1} .

Твердження 12. Нехай A,B, C, D деякi сталi. При n = 1, 2, 3, . . . викону-
ються

{2n}( 1

f

)
g

=
1

{2n}fg

,
{2n}(A + Bf

C + Df

)
g

=
A + B {2n}fg

C + D {2n}fg

.

Доведення. Спiввiдношення безпосередньо випливають iз (25) та (26), якщо
здiйснити граничний перехiд при x0, x1, . . . , x2n → x.

Зауваження 9. Якщо g(x) = x, то твердження 1–12 будуть збiгатися iз
аналогiчними твердженнями [13].

Вважаю своїм обов’язком висловити щиру подяку проф. Маринцю В.В.,
який звернув увагу автора на доцiльнiсть побудови та дослiдження властиво-
стей ланцюгових дробiв типу Тiле.
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