
120 Г. I. СЛИВКА-ТИЛИЩАК

УДК 519.21

Г. I. Сливка-Тилищак (Ужгородський нац. ун-т)

УМОВИ IСНУВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI
ПРО КОЛИВАННЯ КРУГЛОЇ МЕМБРАНИ З ВИПАДКОВИМИ
ПОЧАТКОВИМИ УМОВАМИ

The boundary-value problem of the mathematic physics of round membrane’s vibration where
the initial conditions are jointly SSubϕ (Ω) random fields is analyzed in the work. Conditions of
existence with probability one generalized solution of hyperbolic equations type partial differential
equation of mathematical physics with random strongly Subϕ(Ω) initial conditions are found in
the multidimensional case.

У роботi розглядається крайова задача математичної фiзики про коливання круглої мембра-
ни, коли початковi умови є сумiсно SSubϕ (Ω) випадковi поля. Знайдено умови iснування з
iмовiрнiстю одиниця узагальненого розв’язку гiперболiчного рiвняння в частинних похiдних
математичної фiзики з строго Subϕ(Ω) випадковими початковими умовами.

В роботi розглядається крайова задача математичної фiзики для гiперболiчно-
го рiвняння в частинних похiдних з випадковими початковими умовами, а саме
задача про коливання круглої мембрани коли початковi умови є строго Subϕ(Ω)
випадковi поля. Для такої задачi знайдено умови iснування з ймовiрнiстю оди-
ниця узагальненого розв’язку. Дослiдженi достатнi умови для iснування уза-
гальненого розв’язку такої задачi в частковому випадку.

Подiбнi задачi для рiвнянь гiперболiчного типу математичної фiзики коли
початковi умови є сумiсно строго розглядались в [1–4]. В монографiях [5] i [6]
можна знайти посилання на iншi роботи, якi проводились в цьому напрямку.

1. Рiвняння коливання круглої мембрани з сумiсно строго Subϕ (Ω)
випадковими початковими умовами. Розглянемо задачу про вiльнi коли-
вання круглої однорiдної мембрани радiуса R, якщо в початковий момент ча-
су положення та швидкiсть її точок є деякi випадковi поля, а край мембрани
нерухомо закрiплений [7]. Дана задача приводить до розв’язування наступної
крайової задачi:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− ∂2u

∂t2
= 0,

u |t=0 = ξ (x, y) ,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η (x, y) ,

u|x2+y2=R2 = 0.

Взявши центр мембрани за початок координат i перейшовши в рiвняннi ко-
ливання мембрани до полярних координат, отримаємо задачу: в областi B =
{(t, ρ, ϕ) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} знайти розв’язок диференцiально-
го рiвняння

∂2u (t, ρ, ϕ)

∂t2
=

∂2u (t, ρ, ϕ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂u (t, ρ, ϕ)

∂ρ
+

1

ρ2

∂2u (t, ρ, ϕ)

∂ϕ2
, (1)

що задовольняє початковi умови

u (0, ρ, ϕ) = ξ(ρ, ϕ),
∂u (0, ρ, ϕ)

∂t
= η(ρ, ϕ), (2)
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0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

крайову умову
u (t, R, ϕ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Початковi умови (ξ(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π]) i (η(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π])
є сумiсно SSubϕ(Ω) випадковi поля [5].

Як i в детермiнованому випадку розв’язок шукається у виглядi

u(t, ρ, ϕ) =
∞∑

k=1

∞∑
n=0

(
ânk cos

√
λnkt + b̂nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
cos nϕ +

+
∞∑

k=1

∞∑
n=0

(
ǎnk cos

√
λnkt + b̌nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
sin nϕ, (4)

де

ânk =

2π∫
0

R∫
0

ξ(ρ, ϕ)ρJn

(√
λnkρ

)
cos nϕdρdϕ

2π∫
0

R∫
0

ρJ2
n

(√
λnkρ

)
cos2 nϕdρdϕ

, n = 0, 1, 2 . . . ;

ǎnk =

2π∫
0

R∫
0

ξ(ρ, ϕ)ρJn

(√
λnkρ

)
sin nϕdρdϕ

π
R∫
0

ρJ2
n

(√
λnkρ

)
dρ

, n = 0, 1, 2 . . . ;

b̂nk =

2π∫
0

R∫
0

η(ρ, ϕ)ρJn

(√
λnkρ

)
cos nϕdρdϕ

√
λnk

2π∫
0

R∫
0

ρJ2
n

(√
λnkρ

)
cos2 nϕdρdϕ

, n = 0, 1, 2 . . . ;

b̌nk =

2π∫
0

R∫
0

η(ρ, ϕ)ρJn

(√
λnkρ

)
sin nϕdρdϕ

√
λnkRπ

R∫
0

ρJ2
n

(√
λnkρ

)
dρ

, n = 0, 1, 2 . . . ;

√
λnk = νnk

R
, νnk — власнi значення крайової задачi

z′′(ρ) +
1

ρ
z′(ρ) + (λ− µ2(ρ2))z(ρ) = 0,

z(R) = 0, |z(0)| < ∞,

якi визначаються асимптотичними рiвностями (див. [8])

νnk
∼= kπ +

(
n− 1

2

)
π

2
. (5)

Власним значенням вiдповiдають власнi функцiї

zk(ρ) = CJn

(νk

R
ρ
)

, k = 1, 2, 3, . . . ,
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C — деяка стала , Jn

(√
λnkρ

)
— функцiї Бесселя першого роду n-го порядку.

Нехай D = [0, R]× [0, 2π]× [0, T ], а C(D) — простiр неперервних на D функцiй,
який є сепарабельним банаховим простором.

Означення 1. Узагальненим розв’язком задачi (1)–(3) в областi D нази-
вається ряд, що зображується у виглядi (4) i який для всiх ρ ∈ [0, R], ϕ ∈
[0, 2π], t ∈ [0, T ] збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю.

Нехай

S
(01)
nk (t, ρ, ϕ) =

k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
ânk cos

√
λn1k1t + b̂n1k1 sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
cos nϕ,

S
(02)
nk (t, ρ, ϕ) =

k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
ǎnk cos

√
λnkt + b̌nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
sin nϕ.

Теорема 1. Нехай випадковi поля ξ(ρ, ϕ), η(ρ, ϕ) є сумiсно строго Subϕ(Ω).
Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував узагальнений розв’язок задачi
(1)–(3) в областi D, що зображений у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiр-
нiстю ряду (4) достатньо, щоб виконувались умови:

1) для всiх ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] збiгалися ряди

∞∑
k=1

∞∑
n=0

∞∑
l=1

∞∑
m=0

(
Eânkâml cos

√
λnkt cos

√
λmlt + Eb̂nkb̂ml sin

√
λnkt sin

√
λmlt+

+ 2Eânkb̂ml cos
√

λnkt sin
√

λmlt
)
× Jn(

√
λnkρ)Jm(

√
λmlρ) cos nϕ cos mϕ,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

∞∑
l=1

∞∑
m=0

√
λnk

√
λml

(
Eǎnkǎml sin

√
λnkt sin

√
λmlt +

+Eb̌nkb̌ml cos
√

λnkt cos
√

λmlt− 2Eǎnkb̌ml sin
√

λnkt cos
√

λmlt
)×

×Jn(
√

λnkρ)Jm(
√

λmlρ) sin nϕ sin mϕ,

2) для n ≥ 1, l = 1, 2, i = 1, 2,

sup
|ρ−ρ1|≤h
|ϕ−ϕ1|≤h
|t−t1|≤h

(
E

∣∣∣S(i)
nk(t, ρ, ϕ)− S

(i)
nk(t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣
2
) 1

2

≤ σl(h),

де σl (h) — неперервнi монотонно зростаючi функцiї, такi що σl (h) → 0
при h → 0 i виконується умова

∫

0+

Ψ

(
ln

1

σ
(−1)
l (ε)

)
dε < ∞,

де Ψ (u) = u
ϕ(−1)(u)

, σ
(−1)
l (ε) — обернена до функцiї σl (ε) .

Доведення. Умова 1) забезпечує збiжнiсть в середньому квадратичному
ряду (4). З умови теореми 1.8 роботи [6] випливає, що ряд (4) збiгається за
ймовiрнiстю в областi D.
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2. Умови iснування узагальненого розв’язку з ймовiрнiстю одиниця
рiвняння коливання круглої мембрани у частковому випадку.

Теорема 2. Нехай випадковi поля (ξ(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π]), (η(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R],
ϕ ∈ [0, 2π]) є сумiсно строго Subϕ(Ω).

B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = Eξ(ρ, ϕ)ξ(ρ̄, ϕ̄),

R(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = R(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = Eη(ρ, ϕ)η(ρ̄, ϕ̄).

Для того щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував узагальнений розв’язок задачi
(1)–(3) в областi D, що зображується у виглядi рiвномiрно збiжного за ймо-
вiрнiстю ряду (4), достатньо, щоб виконувались умови:

1) для достатньо малих h виконувались нерiвностi:

sup
|ρ−ρ̄|≤h
|ϕ−ϕ̄|≤h

(B(ρ, ϕ, ρ, ϕ)−B(ρ̄, ϕ̄, ρ̄, ϕ̄)− 2B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄))
1
2 ≤ C

|ln h|δ ,

sup
|ρ−ρ̄|≤h
|ϕ−ϕ̄|≤h

(
R(ρ, ϕ, ρ, ϕ)−R(ρ̄, ϕ̄, ρ̄, ϕ̄)− 2R(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

) 1
2 ≤ C1

|ln h|δ ,

де δ > 1− 1
p
; , C > 0, Cz1 > 0;

2) збiгалися наступнi ряди

∞∑

k=1

∞∑
n=0

∞∑

l=1

∞∑
m=0

[
|Eânkâml|+ |Eb̂nkb̂lm|+ 2|Eânkb̂ml|

]
< ∞,

∞∑

k=1

∞∑
n=0

∞∑

l=1

∞∑
m=0

[|Eǎnkǎml|+ |Eb̌nkb̌lm|+ 2|Eǎnkb̌ml|
]

< ∞;

3) для довiльних δ > 1− 1
p
i |h| < 1 виконувалися наступнi умови

∞∑

k=1

∞∑
n=0

(n + k)2

[(
E(ânk)

2
) 1

2 +
(
E(b̂nk)

2
) 1

2

]
×

(
2 (ln (k + n))δ + (ln n)δ

)
< ∞,

∞∑

k=1

∞∑
n=0

(n + k)2
[(

E(ǎnk)
2
) 1

2 +
(
E(b̌nk)

2
) 1

2

]
×

(
2 (ln (k + n))δ + (ln n)δ

)
< ∞.

Доведення. Умови 1, 2 даної теореми забезпечують виконання умови 1 те-
ореми 1. Доведемо, що iз виконання умови 3 даної теореми випливає виконання
умови 2 тiєї ж теореми.

∣∣Jn

(√
λnkρ

)∣∣ = 1
π

∣∣∣∣
π∫
0

cos
(√

λnkρ sin θ − nθ
)
dθ

∣∣∣∣ ≤

≤ 1
π

π∫
0

∣∣cos
(√

λnkρ sin θ − nθ
)∣∣ dθ ≤ 1

π

π∫
0

dθ ≤ 1.
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Розглянемо

(
E

∣∣∣S(01)
nk (t, ρ, ϕ)− S

(01)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣
2
) 1

2

=

=

(
E

∣∣∣∣
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
ânk cos

√
λnkt + b̂nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
cos nϕ −

−
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
ânk cos

√
λnkt1 + b̂nk sin

√
λnkt1

)
Jn

(√
λnkρ1

)
cos nϕ1 )

1
2 ≤

≤
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
E (ânk)

2) 1
2
∣∣cos

√
λnkt

(
Jn

(√
λnkρ

))
cos nϕ −

− cos
√

λnkt1
(
Jn

(√
λnkρ1

))
cos nϕ1

∣∣ +

+
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
E

(
b̂nk

)2
) 1

2 ∣∣sin√λnkt
(
Jn

(√
λnkρ

))
cos nϕ −

− sin
√

λnkt1
(
Jn

(√
λnkρ1

))
cos nϕ1

∣∣ .

Використовуючи iнтегральне представлення функцiї Бесселя першого роду цi-
лого порядку [9]

Jn (z) =
1

π

π∫

0

cos (z sin θ − nθ) dθ, n = 0, 1, 2, . . .

можна зробити оцiнки

∣∣cos
√

λnktJn

(√
λnkρ

)
cos nϕ− cos

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
cos nϕ1

∣∣ =

=

∣∣∣∣cos
√

λnkt

(
1
π

π∫
0

cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

))
cos nϕ −

− cos
√

λnkt1

(
1
π

π∫
0

cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

))
cos nϕ1

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1
π

π∫
0

[
cos

√
λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cos nϕ −

− cos
√

λnkt1 cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cos nϕ1

]
dθ

∣∣ ≤
≤ 1

π

π∫
0

∣∣cos
√

λnkt cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

)
cos nϕ −

− cos
√

λnkt1 cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cos nϕ1

∣∣ dθ ≤
≤ 1

π

π∫
0

[∣∣cos
√

λnkt− cos
√

λnkt1
∣∣ +

∣∣cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

) −
− cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)∣∣ + |cos nϕ1 − cos nϕ1|
]
dθ ≤

≤ 2
π

π∫
0

[∣∣∣sin
√

λnk(t−t1)
2

∣∣∣ +
∣∣∣sin

√
λnk(ρ−ρ1) sin θ

2

∣∣∣ +
∣∣∣sin n(ϕ−ϕ1)

2

∣∣∣
]
dθ.

Використаємо асимптотичне представлення значень λnk (5) i рiвнiсть |sin uv| ≤
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≤ (ln(|v|+eδ))
δ

(|ln|u||)δ , δ > 0, тодi

∣∣cos
√

λnktJn

(√
λnkρ

)
cos nϕ− cos

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
cos nϕ1

∣∣ ≤

≤ 2
π

π∫
0




∣∣∣∣∣∣

(
ln

∣∣∣∣
√

λnk
2

∣∣∣∣+eδ

)δ

|ln |t−t1||δ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

(
ln

∣∣∣∣
√

λnk
2

∣∣∣∣+eδ

)δ

|ln |ρ−ρ1||δ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣
(ln|n2 |+eδ)

δ

|ln |ϕ−ϕ1||δ

∣∣∣∣


 dθ ≤

≤ 2

(
2
(ln(( k+n

2 ) π
R

+eδ))
δ

|ln|h||δ +
(ln(n

2
+eδ))

|ln|h||δ

)
≤

≤ 2

|ln|h||δ
((

2 ln
((

k+n
2

)
π
R

+ eδ
))δ

+
(
ln

(
n
2

+ eδ
))δ

)
≤

≤ 2

|ln|h||δ
(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

∣∣sin√λnktJn

(√
λnkρ

)
cos nϕ− sin

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
cos nϕ1

∣∣ ≤
≤ 2

|ln|h||δ
(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

Аналогiчно можна знайти
(

E
∣∣∣S(02)

nk (t, ρ, ϕ)− S
(02)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣
2
) 1

2

≤

≤
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
E (ânk)

2) 1
2
∣∣cos

√
λnkt

(
Jn

(√
λnkρ

))
cos nϕ −

− cos
√

λnkt1
(
Jn

(√
λnkρ1

))
cos nϕ1

∣∣ +

+
k1∑

k=1

n1∑
n=0

(
E

(
b̂nk

)2
) 1

2 ∣∣sin√λnkt
(
Jn

(√
λnkρ

))
cos nϕ −

− sin
√

λnkt1
(
Jn

(√
λnkρ1

))
cos nϕ1

∣∣ .

∣∣cos
√

λnktJn

(√
λnkρ

)
sin nϕ− cos

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
sin nϕ1

∣∣ ≤
≤ 2

|ln|h||δ
(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

∣∣sin√λnktJn

(√
λnkρ

)
sin nϕ− sin

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
sin nϕ1

∣∣ ≤
≤ 2

|ln|h||δ
(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

Отже, (
E

∣∣∣S(01)
nk (t, ρ, ϕ)− S

(01)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣
2
) 1

2

≤ C01

|ln |h||δ ,

де

C01 = 2
∞∑

k=1

∞∑
n=0

[
(Eâ2

nk)
1
2 + (Eb̂2

nk)
1
2

]
×

(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

(
E

∣∣∣S(02)
nk (t, ρ, ϕ)− S

(02)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣
2
) 1

2

≤ C02

|ln |h||δ ,

де

C02 = 2
∞∑

k=1

∞∑
n=0

[
(Eǎ2

nk)
1
2 + (Eb̌2

nk)
1
2

]
×

(
2 (ln(k + n))δ + (ln n)δ

)
.

Отже, виконання умови 3 даної теореми забезпечує виконання умови теореми
1.
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У роботi отримано умови iснування з ймовiрнiстю одиниця узагальненого
розв’язку задачi про вiльнi коливання круглої мембрани, коли початковi умови
є cумiсно SSubϕ(Ω) випадковi поля. Отриманi результати мають теоретичне та
практичне застосування при вивченнi рiвнянь математичної фiзики з випадко-
вими початковими умовами. Вони можуть використовуватися при моделюваннi
розв’язку даного рiвняння на комп’ютерах.
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