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Нехай {ξ(t), x(t)} — майже напiвнеперервний гратчастий однорiдний пуассонiвський
процес на ланцюгу Маркова. Стрибки одного знаку для ξ(t) геометрично розподiленi, про-
тилежного знаку — мають довiльний гратчастий розподiл. Для таких процесiв встановленi
спiввiдношення для компонент двосторонньої матричної факторизацiї. Цi спiввiдношення
визначають генератриси екстремумiв процесу та їх доповнень.

Вступ

Процеси з незалежними приростами (н.п.) на ланцюгах Маркова (ЛМ) часто нази-
вають адитивними процесами на ЛМ або процесами в марковському середовищi (див.
роботи [8, 9]); в статтi Єжова I.I., Скорохода А.В. [6] — марковськими процесами, однорi-
дними за другою компонентою; iнколи процесами, керованими ЛМ. У вказаних роботах
розглядався випадок (С), коли стрибки процесiв або випадкових блукань мають непе-
рервний розподiл ((С) — continuity). Випадок (L), коли розподiл стрибкiв — гратчастий
((L) — lattice) розглядався А.А. Боровковим i Б.А. Рогозiним [1].

Для вивчення розподiлу граничних функцiоналiв процесiв, керованих ЛМ, в моно-
графiї Д.В. Гусака [2] розвинуто факторизацiйний метод у випадку (С). Там одержано
уточненi результати для напiвнеперервних процесiв на ЛМ (зi стрибками одного зна-
ку). В роботах Є.В. Карнауха [7] узагальнено цi результати для майже напiвнеперервних
процесiв.

Для випадку (L) одержанi уточнення деяких результатiв в спiльних роботах
Д.В. Гусака та А.I. Туренiязової [4, 5] для напiвнеперервних знизу процесiв, стрибки
яких в одну сторону лише одиничнi.
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В данiй роботi перед нами поставлена задача уточнити результати розподiлу для
граничних функцiоналiв та їх доповнень (випадок L) майже напiвнеперервних гратча-
стих процесiв, для яких стрибки вверх або вниз мають геометричний розподiл. Для
такої задачi знайдено вигляд генератрис граничних функцiоналiв та їх доповнень.

1 Майже напiвнеперервнi процеси на скiнченному ланцюгу Маркова.

Розглянемо двовимiрний марковський процес

Z(t) = {ξ(t), x(t)}, (t ≥ 0, ξ(0) = 0)

однорiдний за часом, з простором станiв Z× E (Z = {0;±1;±2; . . .}, E = {1, 2, . . . ,m}).
Друга компонента {x(t), t ≥ 0} процесу Z(t) є однорiдним ланцюгом Маркова з

матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = ‖P{x(t) = r|x(0) = k}‖k,r∈E = eQt,

де iнфiнiтезимальна (твiрна) матриця Q ЛМ x(t) має вигляд

Q = N(P − I), N = ‖δkrnk‖k,r∈E, I = ‖δkr‖k,r∈E,

{nk > 0, k ∈ E} — параметри показниково розподiлених випадкових величин ζk — часiв
перебування x(t) в станi k, P = ‖pkr‖ — матриця перехiдних iмовiрностей вкладеного
ЛМ {yn = x(σn + 0), n > 0}, σn — момент n-ї змiни стану x(t), тодi

pkr = P{yn+1 = r|yn = k} = P{y1 = r|y0 = k},

n∑
r=1

pkr = 1, prr = 0, n > 0.

Розглянемо сукупнiсть незалежних процесiв {ξk(t)}mk=1, де ξk(t) =
∑

i≤Nk(t)

ξ
(k)
i , а Nk(t)—

простий пуассонiвський процес

P{Nk(t) = r} =
(λkt)

r

r!
e−λkt,

{λk > 0} — параметри показниково розподiлених випадкових величин ζ ′k, якi визнача-
ють час мiж двома сусiднiми скачками процесу ξk(t), стрибки ξ

(k)
i — сукупнiсть незале-

жних однаково розподiлених випадкових величин для ξk(t).
Вiдносно першої компоненти {ξ(t), t ≥ 0} будемо припускати, що її прирости на

iнтервалi [σn, σn+1) мають той же розподiл, що i прирости одного iз процесiв {ξk(t)},
тобто ∆ξ(t)

.
= ∆ξk(t), якщо x(t) = k, t, t+∆t ∈ [σn, σn+1). Крiм того, в момент σn+1 змiни

станiв, коли вкладений ЛМ переходить iз стану k = x(σn+1 − 0) в стан r = x(σn+1 + 0),
процес ξ(t) має додатковi прирости

χkr = ξ(σn+1 + 0)− ξ(σn+1 − 0) (χkr = 0 при k = r),
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причому {χkr}mk,r=1 — сукупнiсть незалежних випадкових величин, що не залежать вiд
ξk(t) з функцiєю розподiлу

f(x) = ‖fkr(x)‖ = ‖pkrP{χkr = x}‖,

та матричною твiрною функцiєю

f̃(z) = ‖E[zχkr , y1 = r|y0 = k]‖.

В силу однорiдностi Z(t) за часом по компонентi ξ(t) для опису розподiлу цього процесу
достатньо розглянути матричну твiрну функцiю

gt(z) = Ezξ(t) = etK(z), |z| = 1,

кумулянта процесу має наступний вигляд

K(z) = lnEzξ(t) =
∑
x 6=0

(zx − 1)(Λp(x) + Nf(x)) + Q

або в термiнах твiрних функцiй

K(z) = Λ(p̃(z)− I) + N(̃f(z)−P) + Q,

де p(x) = ‖δkrP{ξ(k)1 = x}‖, Q, f(x),N,P, f̃(z) визначенi вище, Λ = ‖δkrλk‖, p̃(z) =

Ezξ1 = ‖Ekz
ξ1‖, k, r ∈ E.

Означення 1.1. Введений таким чином процес Z(t) = {ξ(t), x(t)} називається скла-
дним гратчастим процесом Пуассона з незалежними приростами, заданим на скiнчен-
ному ЛМ.

Нехай Λ = ‖δkrλk‖,

λk =

{
λ
(1)
k , ξ

(k)
1 > 0,

λ
(2)
k , ξ

(k)
1 < 0,

Λ = Λ1 +Λ2, Λ1 = ‖δkrλ(1)
k ‖, Λ2 = ‖δkrλ(2)

k ‖,

p(x) =

{
p1(x), ξ

(k)
1 > 0,

p2(x), ξ
(k)
1 < 0,

p̃(z) =

{
p̃1(z), ξ

(k)
1 > 0,

p̃2(z), ξ
(k)
1 < 0,

C = ‖δkrCk‖, B = ‖δkrBk‖, де Ck (Bk) — параметри геометрично розподiлених додатних
(вiд’ємних) стрибкiв ξ(t), якщо x(t) = k.

Означення 1.2. Складний гратчастий процес Пуассона Z(t), заданий на ЛМ, називає-
ться майже напiвнеперервним зверху, якщо компонента ξ(t) перетинає додатний рiвень
лише додатними геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого має
вигляд

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I] +Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x)+

+N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) + Q,

або
K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I] +Λ2[p̃ 2(z)− I] + N[̃f(z)− P] + Q.
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Означення 1.3. Складний гратчастий процес Пуассона Z(t), заданий на ЛМ, назива-
ється майже напiвнеперервним знизу, якщо компонента ξ(t) перетинає вiд’ємний рiвень
лише вiд’ємними геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого має
вигляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x) +Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I]+

+N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) + Q,

або
K(z) = Λ1[p̃1(z)− I] +Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] + N[̃f(z)− P] + Q.

Означення 1.4. Складний гратчастий процес Пуассона Z(t), заданий на ЛМ, назива-
ється напiвнеперервним зверху (знизу) якщо C = 0 (B = 0), тобто додатнi (вiд’ємнi)
стрибки процесу одиничнi.

Введемо позначення деяких функцiоналiв для ξ(t):
— функцiонали, що характеризують екстремуми процесу на iнтервалi [0; t] та їх допов-
нення:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(t), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t);

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(t), ξ̌(t) = ξ(t)− ξ−(t);

— функцiонали, пов’язанi з перетином рiвня x ∈ Z+ ∪ {0}:

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x;

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) ≥ x}, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x;

— функцiонали, пов’язанi з перетином рiвня x ∈ Z− ∪ {0}:

τ−(x) = inf{t > 0 : ξ(t) < x}, γ−(x) = x− ξ(τ−(x)).

Також введемо позначення розподiлiв екстремумiв:

P{ξ+(θs) = x} = ‖P{ξ+(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}‖ = p+
x (s),

P{ξ̌(θs) = x} = p̌+
x (s), x ∈ Z+;

P{ξ−(θs) = x} = p−
x (s), P{ξ(θs) = x} = p̌−

x (s), x ∈ Z−, P{ξ(θs) = x} = px(s), x ∈ Z.

P{ξ+(θs) = 0} = p+(s), P{ξ−(θs) = 0} = p−(s),

P{ξ(θs) = 0} = p−(s), P{ξ̌+(θs) = 0} = p+(s).

P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x} = ‖P{ξ+(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}‖,

P+(s, x) = P{ξ̌(θs) < x}, P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x}, P−(s, x) = P{ξ(θs) < x},

P(s, x) = P{ξ(θs) < x}, P(s, x) = Ps − P(s, x).
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q+(s) = Ps − p+(s), q−(s) = Ps − p−(s),

q+(s) = Ps − p+(s), q−(s) = Ps − p−(s).

Їм вiдповiдають матричнi твiрнi функцiй:

g(s, z) = Ezξ(θs) = ‖E[zξ(θs), x(θs) = r|x(0) = k}‖,

g+(s, z) = Ezξ
+(θs), g−(s, z) = Ezξ

−(θs),

g+(s, z) = Ezξ̌(θs), g−(s, z) = Ezξ(θs).

Для функцiональних послiдовностей {Rx, x = 0,±1,±2, . . .} введемо поняття кiлець,
розширених кiлець i вiдповiдних пiвкiлець та їх проекцiй. А саме, позначимо кiльце
твiрних функцiй R̃(z)

L : {R̃(z) =
+∞∑

x=−∞

zxRx,

+∞∑
x=−∞

| Rx |< ∞, |z| = 1}

iз операцiєю "множення" типу згортки та звичайною операцiєю додавання, а розши-
рення кiльця L —

LI : {I± R̃(z) = R̃I(z), det R̃I(z) 6= 0}.

Аналогiчно позначимо пiдкiльця на пiвосях та їх розширення

L± :

{
R̃±(z) =

±∞∑
x=0

zxRx

}
,L±

I : {I− R̃±(z), det[I− R̃±(z)] 6= 0},

якi допускають аналiтичне продовження на |z| ≥ 1 (|z| ≤ 1) R̃
±1

± (z) ∈ L±
I . Визначимо

також операцiї проектування:

[R̃(z)]+ =
+∞∑
x=1

zxRx, [R̃(z)]− =
−∞∑
x=−1

zxRx,

[R̃(z)]0+ =
+∞∑
x=0

zxRx, [R̃(z)]0− =
0∑

x=−∞

zxRx,

R̃(z) = [R̃(z)]+ + [R̃(z)]0− = [R̃(z)]− + [R̃(z)]0+.

В подальших викладках для спрощення позначень iнтегральних та твiрних перетворень
перетворень будемо користуватися вiдповiдно показниково та геометрично розподiле-
ними випадковими величинами θs, ν̃ε:

P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0,

P{ν̃ε = k} = (1− ε)εk, 0 < ε < 1, k = 0, 1, 2, . . .

Пiсля застосування iнтегрального перетворення Лапласа-Карсона по t до gt(z) та P(t)

отримаємо

g(s, z) = s

∫ +∞

0

e−stgt(z)dt = Ezξ(θs) = s(sI− K(z))−1,
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Ps = s

∫ +∞

0

e−stP(t)dt = s(sI− Q)−1. (1)

Важливим методом дослiдження твiрних перетворень розподiлiв граничних функцi-
оналiв є метод, заснований на факторизацiйному розкладi g(s, z) i визначеннi цих пере-
творень у термiнах факторизацiйних компонент. Має мiсце матричний аналог основної
факторизацiйної тотожностi (о.ф.т.), яка внаслiдок некомутативностi компонент є дво-
їстою.

Лема 1.1. [2] Для двовимiрного процесу Z(t) при s > 0 має мiсце матрична о.ф.т. на
| z |= 1

g(s, z) = E zξ(θs) =

{
g+(s, z)P

−1
s g−(s, z),

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z).

(2)

Надалi будемо позначати

T±
∗ (s, x) = E[e−sτ±(x), τ±(x) < ∞] = ‖E[e−sτ±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k]‖,

T±
∗ (s, x, z) = E[e−sτ±(x)zγ

±(x), τ±(x) < ∞] = ‖E[e−sτ±(x)zγ
±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k]‖,

T̃
+

∗ (s, ε, z) = (1− ε)
+∞∑
x=0

εxT+
∗ (s, x, z) = E[e−sτ+(ν̃ε)zγ

+(ν̃ε), τ+(ν̃ε) < ∞],

беручи до уваги, що генератриси τ±(x) розглядаються на ланцюгу y∗x = x(τ±(x)), вiд-
повiдно. Необхiдно зазначити, що множина значень ланцюга x(τ±(x)) може звузитися
за рахунок недосяжностi рiвня x > 0 (x < 0) процесом ξ(t). Тому будемо накладати
наступну умову

∀k ∈ E : P{y∗x = k} > 0.

Зв’язок мiж розподiлами ξ±(θs) та генератрисами τ±(x) визначають наступними спiв-
вiдношеннями:

P{ξ+(θs) > x} = E[e−sτ+(x), τ+(x) < ∞]Ps = T+
∗ (s, x)Ps, (3)

P{ξ−(θs) < x} = E[e−sτ−(x), τ−(x) < ∞]Ps = T−
∗ (s, x)Ps.

Лема 1.2. [4] Для процесу Z(t) пара функцiоналiв {τ+(x), γ+(x)} зв’язана з ξ+(θs)

наступними спiввiдношеннями:

T+
∗ (s, x, z) = E[zξ

+(θs)−x, ξ+(θs) ≥ x](g+(s, z))
−1,

T̃
+

∗ (s, ε, z) =
(1− ε)z

z − ε
(g+(s, z)− g+(s, ε))(g+(s, z))

−1. (4)

Спiввiдношення (4) називається другою факторизацiйною тотожнiстю (2 ф.т.).
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2 Компоненти факторизацiї

У випадку (C) в роботi [2] були отриманi уточнення компонент факторизацiї (2) для
напiвнеперервних процесiв, а для майже напiвнеперервних процесiв в [7]. Розглянемо
далi аналогiчнi результати для майже напiвнеперервних процесiв на ЛМ, але у випадку
(L).

Теорема 1. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв генератриса та розподiл
ξ+(θs) визначаються спiввiдношеннями:

g+(s, z) = (I−Cz)[I− Z−1
s z]−1p+(s), (5)

p+
x (s) = (I−CZs)Z

−x
s p+(s), x ∈ Z+, (6)

p+(s) = (I− Z−1
s )(I−C)−1Ps; (7)

для ξ(θs) маємо:

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0−

+q+(s)P
−1
s (I−C)z(I−Cz)−1E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0]), (8)

p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s) + (C− Z−1
s )C x−1E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x]), x ∈ Z− ∪ {0}, (9)

де Z−1
s = q+(s)P

−1
s + p+(s)P

−1
s C.

Доведення. У (4) переходимо до границi при ε → 0. Внаслiдок чого отримуємо наступне
спiввiдношення для g+(s, z)

g+(s, z) = (I − T̃
+

∗ (s, 0, z))
−1p+(s). (10)

Розглянемо для майже напiвнеперервного зверху процесу множник (I − T̃
+

∗ (s, 0, z))
−1.

Вiднiмемо вiд нього одиницю та виконаємо наступнi перетворення:

(I − T̃
+

∗ (s, 0, z))
−1 − I = (I − T+

∗ (s, 0)p̃1(z))
−1 − I = T+

∗ (s, 0)p̃1(z)[I − T+
∗ (s, 0)p̃1(z)]

−1

= T+
∗ (s, 0)(I−C)z(I−Cz)−1[I − T+

∗ (s, 0)(I−C)z(I−Cz)−1]−1

= T+
∗ (s, 0)(I−C)z[I − Cz − T+

∗ (s, 0)z + T+
∗ (s, 0)Cz]−1

= T+
∗ (s, 0)(I−C)z[I − (T+

∗ (s, 0) + (I − T+
∗ (s, 0))C)z]−1.

Позначимо через Z−1
s = (T+

∗ (s, 0)+ (I−T+
∗ (s, 0))C. З врахуванням умови (3) вираз для

Z−1
s можна переписати у наступному виглядi Z−1

s = q+(s)P
−1
s + p+(s)P

−1
s C. Згiдно з

умовою (3) пiдставивши Z−1
s отримаємо

(I − T̃
+

∗ (s, 0, z))
−1 = q+(s)P

−1
s (I−C)z[I − Z−1

s z]−1 + I. (11)

Пiдставляючи (11) в (10) отримаємо (5). Обернувши формулу (5) по z отримаємо (6).
Формулу (7) отримаємо як розвязок матричного рiвняння iз Z−1

s . Формулу (8) можна
одержати iз (2), пiдставляючи представлення для g+(s, z), та застосувавши операцiю
проектування на [ ]0−. Спiввiдношення (9) може бути отримане обертанням (8) по z.
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З попередньої теореми з врахуванням умови напiвнеперервностi зверху випливає
наступний наслiдок.

Наслiдок 2.1. Для напiвнеперервних зверху процесiв генератриса та розподiл ξ+(θs)

визначаються спiввiдношеннями:

g+(s, z) = [I− Z−1
s z]−1p+(s),

p+
x (s) = Z−x

s p+(s), x ∈ Z+,

p+(s) = (I− Z−1
s )Ps;

для ξ(θs) маємо:

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0− − Z−1

s z[g(s, z)]−),

p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s)− Z−1
s px−1(s)), x ∈ Z− ∪ {0},

де Z−1
s = q+(s)P

−1
s .

Теорема 2. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв генератриса та розподiл ξ̌(θs)

визначаються спiввiдношеннями:

g+(s, z) = p+(s)[I−Q−1
s z]−1(I−Cz), (12)

p̌+
x (s) = p+(s)Q−x

s [I−QsC ], x ∈ Z +, (13)

p+(s) = Ps(I−C)−1(I−Q−1
s );

для ξ−(θs) маємо:

g−(s, z) = ([g(s, z)]0−
+E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0] · (Cz − I)−1Cz(I − C−1Q−1

s ))(p+(s))−1Ps, (14)

p−
x (s) = [p−

x (s) + E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x] · C x−1(C − Q−1
s )](p+(s))−1Ps, x ∈ Z− ∪ {0}, (15)

де Q−1
s = P−1

s q+(s) + CP−1
s p+(s).

Доведення. На основi стохастичних спiввiдношень для τ−kr(x), (x ∈ Z− ∪ {0}), де нижнi
iндекси означають початкове значення x(t) та значення x(t) в момент досягнення рiвня
x вiдповiдно (x(0) = k, x(τ−(x)) = r). Треба зазначити, що розглядаються тiльки тi
траєкторiї процесу, для яких τ−(x) < ∞

τ−kr(x)
.
=


ζ ′k, ξ

(k)
1 < x, ζ ′k < ζk;

ζk, χkr < x, ζ ′k > ζk;

ζ ′k + τ−kr(x− ξk), ξ
(k)
1 ≥ x, ζ ′k < ζk;

ζk + τ−kr(x− χkj), χkj ≥ x, ζ ′k > ζk, (x(ζk) = j).
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На основi цих стохастичних спiввiдношень виводимо рiвняння

T−
∗kr(s, x) = E[e−sτ±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k]

= λk

∫ +∞

0

e−(s+λk+nk)ydy
x−1∑

l=−∞

P{ξk = l}

+ nk

∫ +∞

0

e−(s+λk+nk)ydy
x−1∑

l=−∞

pkrP{χkr = l}

+ λk

∫ +∞

0

e−(s+λk+nk)ydy
+∞∑
l=x

e−sτ−kr(x−l)P{ξk = l}

+ nk

n∑
j=1

∫ +∞

0

e−(s+λk+nk)ydy

+∞∑
l=x

e−sτ−kr(x−l)pkjP{χkj = l}.

(16)

Запишемо (16) в матричнiй формi:

(sI+Λ+N)T−
∗ (s, x) =

x−1∑
l=−∞

(Λp(l) +Nf(l)) +
+∞∑
l=x

(Λp(l) +Nf(l))T−
∗ (s, x− l). (17)

Застосовуючи до (17) твiрне перетворення по x ∈ Z−∪{0} та врахувавши умову майже
напiвнеперервностi зверху, отримаємо

(sI−K(z))T̃−
∗ (s, z) =

z

z − 1
[−Λ2(p̃2(z)− I)−N(f̃(z)−P)]

−Λ1(I−C)z(I−Cz)−1T̃−
∗ (s, C

−1), (18)

де

T̃−
∗ (s, z) =

0∑
x=−∞

zxT−
∗ (s, x) =

z

z − 1
(I− g−(s, z)P

−1
s ).

Пiдставляючи в (18) останнє спiввiдношення та (1), отримаємо

(sI−K(z))g−(s, z) = [sI+Λ1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C
−1)]. (19)

З (19) пiсля врахування другого спiввiдношення (2), одержимо,

g+(s, z) = Ps[I+Λ1s
−1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C

−1)]−1. (20)

Пiсля граничного переходу при z → 0 в (19), отримаємо

p+(s) = Ps[I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)]−1. (21)

Пiдставляючи (21) в формулу (20), одержимо (12). Пiсля обертання (12) по z випливає
формула (13). Використовуючи (12) та другий рядок (2), отримаємо, попередньо засто-
сувавши операцiю проектування на [ ]0−, спiввiдношення (14). Формула (15) виводиться
з (14) за допомогою обертання по z.
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З попередньої теореми, з врахуванням умови напiвнеперервностi зверху, випливає
наступний наслiдок.

Наслiдок 2.2. Для напiвнеперервних зверху процесiв генератриса та розподiл ξ̌(θs)

визначаються спiввiдношеннями:

g+(s, z) = p+(s)[I− Q−1
s z]−1,

p̌+
x (s) = p+(s)Q

−x
s , x ∈ Z+,

p+(s) = Ps(I−Q−1
s );

для ξ−(θs) маємо:

g−(s, z) = ([g(s, z)]0− − [g(s, z)]−Q−1
s z)(p+(s))

−1Ps,

p−
x (s) = (px(s)− px−1(s)Q

−1
s )(p+(s))

−1Ps, x ∈ Z− ∪ {0},

де Q−1
s = P−1

s q+(s).

Нехай Z(t) = {ξ(t), x(t)} — майже напiвнеперервний знизу процес, тодi Z1(t) =

{ξ1(t), x1(t)} = {−ξ(t), x(t)} є майже напiвнеперервним зверху. Використовуючи на-
ступнi спiввiдношення мiж генератрисами екстремумiв процесiв Z(t) та Z1(t) та їх роз-
подiлiв:

g∓(s, z) = g1
±(s, z

−1), g∓(s, z) = g±
1 (s, z

−1),

p∓(s) = p1
±(s), p∓(s) = p±

1 (s),

q∓(s) = q1
±(s), q∓(s) = q±

1 (s),

p∓
x (s) = (p±

−x(s))1, p̌+
x (s) = (p̌−

−x(s))1, p̌−
x (s) = (p̌+

−x(s))1,

можна отримати твердження про уточнення компонент факторизацiї (3) для майже
напiвнеперервних знизу процесiв.

Теорема 3. Для майже напiвнеперервного знизу процесу, заданого на ЛМ, мають мiсце
наступнi представлення для генератрис екстремумiв та їх розподiлiв:
для ξ−(θs) маємо:

g−(s, z) = (zI − B)(zI − Zs)
−1p−(s),

p−
x (s) = (I−BZ−1

s )Z−x
s p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Zs)(I − B)−1Ps;

для ξ̌(θs) маємо:
g+(s, z) = Ps(p−(s))

−1([g(s, z)]0+

+(B − Zs)(B − Iz)−1E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0]),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s) + (B − Zs)B
−x−1E[B ξ(θs), ξ(θs) > x]),

де x ∈ Z+ ∪ {0}, Zs = q−(s)P
−1
s + p−(s)P

−1
s B;

для ξ(θs) маємо:
g−(s, z) = p−(s)[zI − Qs]

−1(zI − B),
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p̌−
x (s) = p−(s)Q−x

s (I − Q−1
s B), x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I − B)−1(I − Qs);

для ξ+(θs) маємо:
g+(s, z) = ([g(s, z)]0+

+E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0])(B − zI)−1(B − Qs))(p
−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s) + E[B ξ(θs), ξ(θs) > x])B−x−1(B − Qs))(p

−(s))−1Ps,

де x ∈ Z+ ∪ {0}, Qs = P−1
s q−(s) + BP−1

s p−(s).

З попередньої теореми випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Для напiвнеперервних знизу процесiв генератриси екстремумiв та їх
розподiлiв визначаються спiввiдношеннями:
для ξ−(θs):

g−(s, z) = z[zI− Zs]
−1p−(s),

p−
x (s) = Z−x

s p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Zs)Ps;

для ξ̌(θs):
g+(s, z) = Ps(p−(s))

−1([g(s, z)]0+ − Zsz
−1[g(s, z)]+),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s)− Zspx+1(s)), x ∈ Z+ ∪ {0},

де Zs = q−(s)P
−1
s ;

для ξ(θs):
g−(s, z) = p−(s)[zI− Qs]

−1z,

p̌−
x (s) = p−(s)Q−x

s , x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I−Qs);

для ξ+(θs):
g+(s, z) = ([g(s, z)]0+ − [g(s, z)]+z−1Qs)(p−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s)− px+1(s)Qs)(p

−(s))−1Ps, x ∈ Z+ ∪ {0},

де Qs = P−1
s q−(s).
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Let {ξ(t), x(t)} be a homogeneous semi-continuous lattice Poisson process on the Markov

chain. The jumps of one sign are geometrically distributed, and jumps of the opposite sign

are arbitrary latticed distribution. For a such processes the relations for the components of

two-sided matrix factorization are established. This relations define the moment genereting

functions for extremumf of the process and their complements.

Герич М.С. Уточнение основного факторизационного тождеста для почти полунепре-
рывных решетчатых пуассоновских процессов на цепи Маркова // Карпатские математи-
ческие публикации. — 2012. — Т.4, №2. — C. 229–240.

Пусть {ξ(t), x(t)} — почти полунепрерывный решетчатый однородный пуассоновский
процесс на цепи Маркова. Скачки одного знака для ξ(t) геометрически распределены,
противоположного знака — имеют произвольное решетчатое распределение. Для таких
процессов установленны соотношения для компонент двусторонней матричной фактори-
зации. Эти соотношения определяют генератрисы экстремумов процесса и их дополнений.


