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УТОЧНЕННЯ КОМПОНЕНТ ОСНОВНОЇ ФАКТОРИЗАЦIЙНОЇ
ТОТОЖНОСТI ДЛЯ ГРАТЧАСТИХ ПУАССОНIВСЬКИХ
ПРОЦЕСIВ НА ЛАНЦЮГАХ МАРКОВА

The article is about a homogeneous lattice Poisson process ξ(t) on the Markov chain x(t). It
qualifies the auxiliary statements for factorization relations for some two-dimentional random walk
on Markov chains. With the help of these statements we obtain twosided factorization decompo-
sition of generating function of the considered process and the representation of the component of
decomposition.

В статтi розглядається однорiдний гратчастий пуассонiвський процес ξ(t) на ланцюгу Марко-
ва x(t). В нiй уточнюються допомiжнi твердження для факторизацiйних спiввiдношень для
деякого двовимiрного блукання на ланцюгах Маркова. З допомогою цих тверджень одержа-
но двостороннiй факторизацiйний розклад генератриси розглядуваного процесу i зображення
компонент розкладу.

В [1] описано клас процесiв з незалежними приростами на ланцюгах Мар-
кова i вивчено їх властивостi у випадку, коли стрибки цих процесiв неперервно
розподiленi. Для цього же випадку в [2]- [4] дослiджувались розподiли рiзних
функцiоналiв. В [6] продовжено дослiдження граничних задач, зокрема у випад-
ку неперервностi та майже напiвнеперервностi процесiв на ланцюгах Маркова.

Ми розглянемо двовимiрний марковський процес Z(t) = {ξ(t), x(t)} (t ≥ 0,
ξ(0)=0), однорiдний за часом, з простором станiв Z×E (Z = {0;±1;±2;±3; . . .},
E = {1, 2, 3, . . . , n}). Перша компонента процесу Z(t): ξ(t) – складний гратча-
стий пуассонiвський процес, де ξk(t) =

∑
i≤Nk(t)

ξ
(k)
i , деNk(t)–простий пуассонiвський

процес,

P{Nk(t) = r} =
(λkt)

r

r!
e−λkt,

iнтервали мiж стрибками ξk(t) (ζ ′k-показниково розподiленi):

P{ζ ′k > t} = e−λkt.

Друга компонента {x(t), t ≥ 0} процесу Z(t) є однорiдним ланцюгом Маркова з
матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = ∥P{x(t) = r|x(0) = k}∥k,r∈E = eQt,

де Q – iнфiнiтезимальна матриця ланцюга Маркова x(t) має вигляд

Q = N(P − I), N = ∥δkrnk∥k,r∈E, I = ∥δkr∥k,r∈E,

{nk ≥ 0, k ∈ E} – параметри показниково розподiлених випадкових величин ζk,
де ζk – час перебування x(t) в станi k (P{ζk > t} = e−nkt), P = ∥pkr∥ – матриця
перехiдних iмовiрностей вкладеного ланцюга Маркова {yn = x(σn + 0), n ≥ 0}.

Якщо σn – момент n-ї змiни стану x(t), тодi

pkr = P{yn+1 = r|yn = k} = P{y1 = r|y0 = k}

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



УТОЧНЕННЯ КОМПОНЕНТ ОСНОВНОЇ ФАКТОРИЗАЦIЙНОЇ ТОТОЖНОСТI. . . 55

(в силу однорiдностi ланцюга Маркова),

n∑
r=1

pkr = 1, prr = 0, n > 0.

Вiдносно першої компоненти {ξ(t), t ≥ 0} будемо припускати, що її прирости
на iнтервалi [σn, σn+1) мають той же розподiл, що i прирости одного iз процесiв
{ξk(t)}, тобто ∆ξ(t)

.
= ∆ξk(t), якщо x(t) = k, t, t +∆t ∈ [σn, σn+1). Крiм того, в

момент σn змiни станiв, коли вкладений ланцюг Маркова переходить iз стану
k = x(σn − 0) в стан r = x(σn + 0), процес ξ(t) має додатковi прирости

χkr = ξ(σn + 0)− ξ(σn − 0) (χknr = 0 при r),

причому {χkr}k,r=1 – сукупнiсть незалежних випадкових величин, що не зале-
жать вiд ξk(t) та x(t) з функцiєю розподiлу

F(l) = ∥fkr(l)∥ = ∥pkrP{χkr = l}∥,

та матричною твiрною функцiєю

F̃(z) = Ezχkr = ∥E[zχkr , y1 = r|y0 = k]∥, |z| = 1.

Згiдно однорiдностi Z(t) за часом по компонентi ξ(t) (див. [1], [3]) для опису
розподiлу цього процесу достатньо розглянути матрицю

P(t, n) = ∥P{ξ(t) = n, x(t) = r|x(0) = k, ξ(0) = 0}∥, (1)

та матричну твiрну функцiю

Ezξ(t) = etK(z), |z| = 1, (2)

де кумулянта

K(z) = lnEzξ(1) =
+∞∑

l=−∞

(zl − 1)(ΛP(l) + N F(l)) + Q, (3)

P(l) = ∥δkrP{ξk = l}∥, Q,F(l),N визначенi вище, Λ = ∥δkrλk∥, k, r ∈ E, {λk ≥ 0}
– параметри показниково розподiлених випадкових величин ζ ′k, якi визначають
час мiж двома скачками процесу ξk(t).

Введений таким чином процес Z(t) = {ξ(t), x(t)} називається процесом з не-
залежними приростами, заданим на скiнченному ланцюгу Маркова (ЛМ). По-
трiбно зазначити, що так побудований процес є марковським адитивним проце-
сом. В зарубiжнiй лiтературi такi процеси називаються процесами у випадково-
му середовищi. Крiм того, їх називають процесами, що керуються ланцюгами
Маркова (процесами однорiдними за компонентою ξ(t), процесами з перемикан-
ням).

В подальших викладках для спрощення позначень iнтегральних перетворень
по t будемо користуватися показниково розподiленою випадковою величиною
θs:

P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0,
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тодi

g(s, z) = s

+∞∫
0

e−stEzξ(t)dt = Ezξ(θs) = s(sI− K(z))−1, (4)

Ps = ∥P{x(θs) = r|x(0) = k}∥ = s

+∞∫
0

e−stP(t)dt = s

+∞∫
0

e−stetQdt = s(sI− Q)−1.

Для функцiональних послiдовностей {Rx, x = 0,±1,±2, . . .} введемо поня-
ття кiлець, розширених кiлець i вiдповiдних пiвкiлець та їх проекцiй. А саме,
позначимо кiльце твiрних функцiй R(z)

L : {R(z) =
+∞∑

x=−∞

zxRx,

+∞∑
x=−∞

Rx <∞, |z| = 1}

iз операцiєю "множення" типу згортки

R1(z) ◦ R2(z) =
+∞∑

y=−∞

R1(z − y)R2(y)

та звичайною операцiєю додавання, а розширення кiльця L позначимо

LI : {I± R(z) = RI(z), detRI(z) ̸= 0}.

Аналогiчно позначимо пiдкiльця функцiй на пiвосях

L± :

{
R±(z) =

±∞∑
x=0

zxRx

}
та їх розширення

L±
I : {I− R±(z), det[I− R±(z)] ̸= 0},

якi допускають аналiтичне продовження на |z| ≤ 1 (|z| ≥ 1) R±1
± (z) ∈ L±

I .
Визначимо також операцiї проектування

[R(z)]+ =
+∞∑
x=1

zxRx, [R(z)]− =
−∞∑
x=−1

zxRx,

[R(z)]0+ =
+∞∑
x=0

zxRx, [R(z)]0− =
0∑

x=−∞

zxRx,

R(z) = [R(z)]+ + [R(z)]0− = [R(z)]− + [R(z)]0+.

Для загального гратчастого процесу ξ(t) на ЛМ кумулянта K(z) мiстить дiаго-
нальну частину

Kdg(z) = ∥δkrKr(z)∥ = Λ
∑
l ̸=0

(zl − 1)P(l), r = 1, n;
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K(z) =
+∞∑

l=−∞

(zl − 1)(ΛP(l) + NF(l)) + Q, K(1) = Q;

K(z) = Kdg(z) + N(F̃(z)− I) = Kdg(z) + N(F̃(z)− P) + Q, F̃(1) = P;

F̃(z) = Kχ(z) + P, Kχ(z) = N
+∞∑

l=−∞

(zl − 1)F(l), Kχ(1) = 0.

Позначимо
K(s, z) = sI− K(z),

Kdg(s, z) = sI+ N − Kdg(z). (5)

Введемо позначення основних функцiоналiв для ξ(t): функцiонали, що ха-
рактеризують екстремуми процесу на iнтервалi [0; t]:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(t), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t);

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(t), ξ̌(t) = ξ(t)− ξ−(t);

функцiонали, пов’язанi з перетином додатнього рiвня x > 0 ("верхнi" функцiо-
нали):

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x;

γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0), γ+x = γ+(x) + γ+(x);

та функцiонали, пов’язанi з перетином вiд’ємного рiвня x < 0 ("нижнi" функ-
цiонали):

τ−(x) = inf{t < 0 : ξ(t) < x}, γ−(x) = x− ξ(τ−(x));

γ−(x) = ξ(τ−(x)− 0)− x, γ−x = γ−(x) + γ−(x).

Позначимо розподiли екстремумiв та їх вiдповiднi матричнi твiрнi функцiї:

P{ξ+(θs) = x} = ∥P{ξ+(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}∥ = p+
x (s),

P{ξ−(θs) = x} = p−
x (s),

P{ξ(θs) = x} = P{ξ(θs)− ξ+(θs) = x} = p̌−
x (s),

P{ξ̌(θs) = x} = P{ξ(θs)− ξ−(θs) = x} = p̌+
x (s),

P{ξ(θs) = x} = px(s),

P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x} = ∥P{ξ+(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x > 0,

P+(s, x) = P{ξ̌(θs) < x}, x > 0,

P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x}, P−(s, x) = P{ξ(θs) < x}, x < 0,

P(s, x) = P{ξ(θs) < x}; P(s, x) = Ps − P(s, x), x ≥ 0,

g+(s, z) = Ezξ+(θs), g−(s, z) = Ezξ−(θs),
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g+(s, z) = Ezξ̌(θs), g−(s, z) = Ezξ(θs),

(g+(s, z)) = Ezξ+(θs) = ∥E[zξ+(θs), x(θs = r|x(0) = k]∥.
Аналогiчно θs позначимо через θs+nk

незалежну вiд ξ(t) та x(t) показниково
розподiлену величину з параметром s+ nk. Тодi для герератриси

Ezξk(θs+nk
) = (s+ nk)(s+ nk −Kk(z))

−1, Kr(z) = lnEzξr(1), k, r = 1, n.

має мiсце безмежно подiльна факторизацiя (див. [4])

Ezξk(θs+nk
) = Ezξ

+
k (θs+nk

) · Ezξ
−
k (θs+nk

), |z| = 1, (6)

де ξ+k (θs+nk
) = sup

0≤u≤θs+nk

ξ(u), ξ−(θs+nk
) = inf

0≤u≤θs+nk

ξ(u), s ≥ 0, nk > 0.

Позначимо D(s, z) = ∥δkrE[zξk(θs+nk
)]∥, k = 1, n. Для матрицi D(s, z) має мi-

сце наступна лема.

Лема 1. Дiагональна матриця D(s, z) допускає факторизацiйний розклад

D(s, z) = (sI + N)K−1
dg (s, z) = D+(s, z)D−(s, z), |z| = 1, (7)

D±(s, z) = ∥δkrd±k (s, z)∥ – комутативнi дiагональнi матрицi .

Доведення. За основною факторизацiйною тотожнiстю (о.ф.т.) для цiло-
значних процесiв дiагональнi генератриси згiдно з [4] мають вигляд

Ezξk(θs+nk
)=

s+ nk

s+nk−Kk(z)
=d+k (s, z) · d

−
k (s, z), |z|=1, k=1,n,

d±k (s, z) = Ezξ
±
k (θs+nk

), D±(s, z) = ∥δkrd±k (s, z)∥.
Отже, D(s, z) = D+(s, z)D−(s, z) = (sI + N)K−1

dg (s, z).
Згiдно леми 7.1 i теореми 7.1 iз [4] маємо:

d±k (s, z) = e

∑
±l>0

(zl−1)ñ±
l (s+nk)

,

ñ±
l (s+ nk) =

+∞∫
0

e−(s+nk)tt−1P{ξ±k (t) = l}dt,

pl(t) = P{ξ±k (t) = l}, ±l = 1, 2, . . .

Побудова факторизацiйного розкладу для K(s, z) пов’язана з використан-
ням (7) i деяких перетворень K(s, z). А цi перетворення пов’язанi з узагаль-
ненням скалярного факторизацiйного розкладу для двовимiрного випадкового
блукання {σn, sn} (див. [5]). Нас цiкавить двовимiрне не скалярне блукання, а
блукання Zn = {(σn, sn), yn} на вкладеному ЛМ yn = x(σn) з матричною хара-
ктеристичною функцiєю (х. ф.)

H(s, z) = ∥E[e−sσ1zχkr(s), y1 = r|y0 = k]∥,

стрибки якого при рiзних n – незалежнi i однаково розподiленi та обумовленi
розкладом (7)

χ
(n)
kr (s) = χkr + ξ−k (θs+nk

) + ξ+(θs+nk
), k ̸= r, χrr(s) ≡ 0.

Як i в [2], мають мiсце наступнi твердження.
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Лема 2. При s > 0 має мiсце зображення

K(s, z) = (sI + N)D−1
− (s, z)[I − H(s, z)]D−1

+ (s, z), (8)

де для матрицi двовимiрного блукання з кроком χkr(s) на ланцюгу Маркова
{yn}

H(s, z) = I − H(s, z)

має мiсце правий факторизацiйний розклад

H(s, z) = H−(s, z)H+(s, z), |z| = 1. (9)

Аналогiчно доводиться справедливiсть лiвосторонньої факторизацiї

H(s, z) = H+(s, z)H−(s, z), |z| = 1. (10)

H±1
± ∈ L±

I i допускають аналiтичне продовження в область {|z| < 1}({|z| > 1}).
Як i в [2], рiвняння для

P(t, x) = ∥P{ξ(t) = x, x(t) = r|x(0) = k}∥

з оператором L0 справа можна вивести усередненням за формулою повної ймо-
вiрностi на переходах ланцюгiв Маркова в момент останнього стрибка на кiн-
цевому iнтервалi [t − ∆t, t]. Точнiше кажучи, аналогiчно рiвнянню (1.1) в [2],
для

F(t, x) = ∥P{ξ(t) < x, x(t) = r|x(0) = k}∥

виводиться рiвняння прямого типу (з оператором L0, що дiє справа)

∂

∂t
P(t, x) = P(t, x)L0, x ∈ Z, (11)

f(x)L0 =
∑
l

[f(x− l)− f(x)]K0(l) + f(x)Q, K0(l) = ΛP(l) + NF(l) (12)

з початковою умовою:

P(0, x) = Iδ0(x), δ0(x) =
{

1, x = 0,
0, x ̸= 0.

(13)

Рiвняння (11) з урахуванням умови (13) та спiввiдношення

+∞∫
0

e−stdtP(t, x) = e−stP(t, x)
∣∣∣∞
0
+s

∞∫
0

P(x, t)e−stdt = Px(s)− Iδ0(x),

пiсля перетворення Лапласа набуває вигляду

s(Px(s)− Iδ0(x)) =
∑
l

[Px−l(s)− Px(s)]K0(l) + Px(s)Q

або в операторному виглядi

Px(s)(sI − L0) = sδ0(x), x ∈ Z. (14)
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Пiсля твiрного перетворення рiвняння рiзницевого типу з (14) випливає, що для

g(s, z) =
∞∑

x=−∞

zxPx(s) = Ezξ(θs)

g(s, z)(s I − K(z)) = s I, g(s.z) = s(s I − K(z))−1. (15)

Рiвняння для розподiлу граничних функцiоналiв виводяться усередненням за
формулою повної ймовiрностi на переходах ланцюга Маркова в момент першого
стрибка на початковому iнтервалi [0, t′], t′ > ζk∨ζ

′

k, k = 1, n. Для цього викори-
стовуються стохастичнi спiввiдношення для цих функцiоналiв. В цих рiвняннях
оператор L0 дiє злiва

L0f(x) =
∑
l

K0(l)(f(x− l)− f(x)) + Qf(x), x ∈ Z, (16)

де K0(l) = ΛP(l) + NF(l)).
Згiдно iз [7] має мiсце теорема.

Теорема 1. При s > 0, |z| = 1 мають мiсце правий i лiвий факторизацiйнi
розклади

K(s, z) =

{
K−(s, z)K+(s, z),

K+(s, z)K−(s, z).
(17)

Мiж розподiлами ξ±(θs) та генератрисою τ±(x) iснує такий зв’язок:

P{ξ+(θs) > x} = P+(s, x) = E[e−sτ+(x), τ+(x) <∞]Ps, x > 0, (18)

P{ξ−(θs) < x} = E[e−sτ−(x), τ−(x) <∞]Ps, x < 0. (19)

Надалi будемо позначати T±(s, x) = E[e−sτ±(x), τ±(x) <∞].
На основi наведених вище тверджень доводиться наступна лема.

Лема 3. При s > 0 для g±(s, z) = Ezξ±(θs) виконуються спiввiдношення

(s I − K(z))g+(s, z) = s I − Q, |z| < 1, (20)

(s I − K(z))g−(s, z) = s I − Q, |z| > 1. (21)

Доведення. Використаємо результат, отриманий в [7] на основi стохасти-
чного спiввiдношення для τ+(x):

[τ+(x)]kr
.
=



ζ ′k + [τ+(x− ξk)]kr, ζ ′k < ζk, ξk < x;

ζ ′k, ζ ′k < ζk, ξk ≥ x;

ζk + [τ+(x− χkj)]jr, ζ ′k > ζk, χkj < x;

ζk, ζ ′k > ζk, χkr ≥ x.

З цього спiввiдношення випливає матричне рiвняння для T+(s, x),

(s I+Λ+N)T+(s, x) =
x−1∑

l=−∞

(ΛP(l)+NF(l))T+(s, x−l)+
+∞∑
l=x

(ΛP(l)+NF(l)), x > 0.
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Спростимо попереднє рiвняння, використовуючи граничну умову

T+(s, x) = I, x ≤ 0. (22)

(s I +Λ+ N)T+(s, x) =
+∞∑

l=−∞

K0(l)T+(s, x− l), x ∈ Z (23)

Пiсля домноження рiвняння (23) на Ps з врахуванням спiввiдношення (18) одер-
жимо рiвняння

(s I +Λ+ N)P+(s, x) =
+∞∑

l=−∞

K0(l)P+(s, x− l), x ∈ Z (24)

з граничною умовою
P+(s, x) = Ps, x < 0. (25)

Генератриса T+(s, x) i P+(s, x) з вiдповiдними граничними умовами задоволь-
няють рiвняння

(s I − L0)P+(s, x) = 0, x > 0, P+(s, x) = Ps, x < 0.

а P+(s, x) з граничною умовою P+(s, x) = 0 (x ≤ 0) задовольняє наступне
рiвняння:

(s I − L0)(I − P+(s, x)) = s I − sP+(s, x)− L0I + L0P+(s, x) =

= s I − Q − (s I − L0)P+(s, x) = 0,

(s I − L0)P+(s, x) = (s I − Q)I, x > 0. (26)

Застосуємо до (26) твiрне перетворення рiзницевого типу x ≥ 0 й отримаємо
(20).

Аналогiчно доводиться спiввiдношення (21).
З результатiв леми 3 i теореми 1, випливає наступне твердження.

Теорема 2. При s > 0 виконуються спiввiдношення

g+(s, z) = E zξ
+(θs) =

{
K−1

+ (s, z)K+(s, 1)Ps,

sK−1
+ (s, z)K−1

− (s, 1);
(27)

g−(s, z) = E zξ
−(θs) =

{
(K−(s, z))−1K−(s, 1)Ps,

s (K−(s, z))−1K+(s, 1);
(28)

g−(s, z) = E zξ(θs) =

{
sK−1

+ (s, 1)K−1
− (s, z),

PsK−(s, 1)K−1
− (s, z);

(29)

g+(s, z) = E zξ̆(θs) =

{
s (K−(s, 1))−1(K+(s, z))−1,

PsK+(s, 1)(K+(s, z))−1.
(30)
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Доведення. Враховуючи перше спiввiдношення iз (17), запишемо рiвняння
(20) наступним чином

K−(s, z)K+(s, z)g+(s, z) = s I − Q.

Звiдси випливає

K+(s, z)g+(s, z) = (K−(s, z))
−1(s I − Q).

Пiсля операцiї проектування [ ]0+ одержимо рiвняння

K+(s, z)g+(s, z) = C0(s), C0(s) = [(K−(s, z))
−1(s I − Q)]0+,

з якого отримаємо
g+(s, z) = K−1

+ (s, z)C0(s).

При z = 1 маємо
Ps = K−

+(s, 1)C0(s).

Пiсля пiдстановки C0(s) = K+(s, 1)Ps одержимо перше спiввiдношення (27).
Враховуючи умову

K−(s, 1)K+(s, 1) = sP−1
s , (31)

iз першого спiввiдношення (27) отримуємо друге спiввiдношення (27).
Аналогiчно, враховуючи друге спiввiдношення (17), рiвняння (21) зводиться

до вигляду
K+(s, z)K−(s, z)g−(s, z) = s I − Q,

K−(s, z)g−(s, z) = (K+(s, z))−1(s I − Q).

Пiсля операцiї проектування [ ]0− одержуємо

K−(s, z)g−(s, z) = C0(s),C0(s) = [(K+(s, z))−1(s I − Q)].

При z = 1, C0(s) = K−(s, 1)Ps. Отже, доведено перше спiввiдношення (28).
Друге спiввiдношення (28) отримуємо, враховуючи умову

K+(s, 1)K−(s, 1) = sP−1
s . (32)

Спiввiдношення (29) випливають iз спiввiдношень для спiльної генератриси
{ξ(θs), ξ+(θs)}.

Використовуючи результати леми 2, наведенi в [7], при v = z−1 одержимо
перше спiввiдношення (29)

E[zξ(θs)vξ
+(θs)]v=z−1 = g−(s, z) = sK−1

+ (s, 1)K−1
− (s, z).

Враховуючи умову (31), отримуємо друге спiввiдношення (29).
Аналогiчно доводяться спiввiдношення (30) за допомогою спiльної генера-

триси {ξ(θs), ξ−(θs)} та умови (32).Теорема доведена.
У роботi [7] (див. теорему 1) одержано правостороннiй факторизацiйний роз-

клад для g(s, z). На основi одержаних в теоремi 2 спiввiдношень, встановлює-
ться двостороннiй факторизацiйний розклад g(s, z).
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Теорема 3. (Про правий i лiвий матричнi аналоги о. ф. т.) Для цiлозначного
процесу на ланцюгах Маркова Z(t) має мiсце права i лiва о. ф. т.

g(s, z) = E zξ(θs) =

{
g+(s, z)P

−1
s g−(s, z), |z| = 1,

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z), |z| = 1.

(33)

Доведення. Пiсля пiдстановки першого спiввiдношення (27) i (29) в перший
рядок (33), переконуємося в тому, що

g+(s, z)P
−1
s g−(s, z) = K−1

+ (s, z)K+(s, z)Ps · P−1
s sK−1

+ (s, 1)K−1
− (s, z) =

= sK−1
+ (s, z)K+(s, 1)K−1

+ (s, 1)K−1
− (s, z) = sK−1

+ (s, 1z)K−1
− (s, z) =

= s (K−(s, z)K+(s, z))
−1 = s (K(s, z))−1 = s (s II− K(z))−1 = g(s, z).

Аналогiчно, пiсля пiдстановки перших спiввiдношень iз (28) та (30) у друге
спiввiдношення (33), переконуємося в справедливостi правої факторизацiйної
тотожностi

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z)=(K−(s, z))−1K−(s, 1)Ps·P−1

s s (K−1(s, 1))−1(K+(s, z))−1=

=s (K−(s, z))−1(K+(s, z))−1=s (K+(s, z)K−(s, z))−1=s (s I − K(z))−1=g(s, z).

Справедливiсть правої о. ф. т. можна довести також пiдстановкою других
спiввiдношень iз (27), (29) у перше спiввiдношення (33), а справедливiсть лiвої
о. ф. т. перевiряється аналогiчно.

Зауважимо, що розподiл "верхнiх" функцiоналiв, пов’язаних з перетином
додатнього рiвня, виражається через 1–ий множник g+(s, z) правосторонньої
факторизацiї, а розподiл "нижнiх" функцiоналiв, пов’язаних з перетином вi-
д’ємного рiвня, – через множник g−(s, z) в лiвостороннiй факторизацiї.
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