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The condition of application of the Fourier method to parabolic equations of mathematical physics
with strictly Subϕ(Ω) random initial conditions.

������ �������  ��!� "����� !�##$ �%��& ' ()* &� (�!#$##$ +�(���,�-#�.� ��+ /�,� +��
-��/�!�  ��!� * Subϕ(Ω) !�+�&/�!� +(�0%���

,� �-.
/� & �'��� �(�)*+�,���* �+���+�� ���'�)�%�� �!�*��* ( !���+��"
!��� ��%����!��� ���!���� 
���+��� ���!� �� *��- +� �+���+���� ���'�"
)�%���� �!�*��* ��.�� (������!�!��� ����+ ��/, � !���+�� ��)� ��%����!�
���!� ��)�.��� +� ������ Subϕ(Ω)� ��� ���� +��)�+.��� �(��+�) ������"
�� �(!/*(�� ������ �!�*��*�

0�+�'�� (�+�%� +)* �!�*��* ����'�)�%���� ���� ��������%�� 1�(��� �
'�����!������� !���+�� ��)� ��%����!� ���!� , ������ ( ������ Subϕ(Ω)
�(�)*+�)��� ! 2�3� & �'���- 2�34 2534 263 '�)� �'7����!��� (������!���* ����+�
��/, +� (�+�% ����'�)�%���� ����4 � ���� +� (�+�%� �� ��)�!���* �+���+�� 
�����4 ���)� ���'��� �� �*��������� ���)�)�����+�� & �'��� 2�483 +��)�"
+.�!�)��� �!�*��* ���'�)�%���� ���� ( !���+��!��� ��%����!��� ���!���
( ������ 9)�%�� & ������1� 2:4;3 ��.�� (����� ����)���* �� ��<� �'���4
*�� ��!�+�)��� ! ����� ���*����
0� ��/�1�2�� /�23�-� 4 /�2-.2�
 Subϕ (Ω)�

�4���5 , 	 2�3�� ����� ���������� ��	
�� �	�
�� u (x) , x ∈ R
1 ��
��

�� u (0) = 0� u (x) > 0 ��� x �= 0 � lim
x→0

u(x)
x

= 0, lim
x→∞

u(x)
x

= ∞ ����������� N

��	�
����

�4���5 0 	 2�=3�� ����� ϕ (x) � N��	�
��� ��
� �� ���	� x0 > 0 � c > 0�
�� ϕ (x) = cx2 ��� |x| < x0� ��������� Subϕ (Ω) ���� !���� N��	�
���

ϕ (x) ����������� ������� ���� 
���� ξ (ω)� ω ∈ Ω� (Eξ = 0)� ��
��� �� ���	�


�������� aξ� ��  �� ���� λ ∈ R
1 ��
��	����� ����������

E exp {λξ} � exp {ϕ (λaξ)} .
0���� Subϕ (Ω) , >���-�!�� ������� !�+����� ���� 2:3

τϕ (ξ) = sup
λ �=0

ϕ(−1) (lnE exp {λξ})
|λ| .

�4���5 6 	 2�=3�� "��� 
���� ����� X = {X (t) , t ∈ T} ����!���

�������	 Subϕ (Ω) (X ∈ Subϕ (Ω))� �
��  �� t ∈ T ���� 
��� ����#��� X(t) ∈
Subϕ (Ω)�
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���� � � ������ ���� ξ ∈ Subϕ (Ω)� �� ��	
� ���� ��	���	�� C > 0 ��
(E(ξ)2)1/2 ≤ ≤ Cτϕ(ξ)

��	�
�		� � � ������ �������� ������	� ξ ∈ Subϕ (Ω) 	���������� ������

Subϕ (Ω)� �SSubϕ (Ω))� ���� τϕ (ξ) = (Eξ2)
1/2

�

��	�
�		�  � ������ ����� ���������� ������	 ξ � �������
 Subϕ (Ω) 	� 
��������� SSubϕ (Ω) ���� ��� ������	�! 	� "���# 	�$ �����		�! �	�$�	� I�
ξi ∈ Δi, i ∈ I � ��� ���� λi ∈ R

1 ����	
����� 	����	����

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤
⎛⎝E(∑

i∈I
λiξi

)2
⎞⎠1/2

.

��	�
�		� � � ������ �������� ���%��� Xi=Xi(t), t∈T, i∈I 	�����&����
�
���	� ������ Subϕ(Ω) ���� ����� ���������� ������	 Xi=Xi(t), t∈T, i∈I �
������ Subϕ (Ω)�

������� � � ������ '���( Δ ) ����� ������ Subϕ (Ω) ���������� ������	�
*��� ��	�(	� ������		� Δ̄ � �����	���
 ���������	��
 ����! Δ � ��������
L2 (Ω) � ������ Subϕ (Ω) �����&�

������� � � ������ '���( Xi = {Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I} ) ����� �
���	� ���� 
�� Subϕ (Ω) ���������� ���%����� '���( (T,O, μ) ) �����	�( �������� '���(
{ϕki(t, ) i ∈ I, k = 1, ∞} ) ����� �����	�� +
	�%�( � (T,O, μ). '���( ��	
�
�	������ � �����	���
 ���������	��


ξki =

∫
T

ϕki (t)Xi (t) dμ (t).

*��� ����� ���������� ������	 Δξ =
{
ξki , i ∈ I, k = 1,∞} � ������ Subϕ (Ω)

�����&�

������� � � ����� '���( T ) ����������	� �	�$�	�� X = {X (t) , t ∈ T}
)���������( ���%��� X ∈ Subϕ (Ω) . '���( ρ (t, s) = τϕ (X (t)−X (s)) . ,����� 
������	�( ������� (T, ρ) ) �������� ,��%�� X(t) ) ������"���	�( 	� (T, ρ) .
'���( N (ε) ) ������	� �����	���� �������
 (T, ρ) , H (ε) = lnN (ε) . ����
����	
����� 
����

ε0 = sup
t∈T

τϕ (X (t)) <∞,

ε0∫
0

Ψ(H (ε)) dε <∞,

�� Ψ(u) = u
ϕ(−1)(u)

, ϕ(−1) (u) ) �"��	�	� +
	�%�� �� ϕ (u) ��� u > 0� ���� ���

"
�� ����� u > 2Iϕ(θε0)

θ(1−θ) ��� ���%� 	����	����

P

{
sup
t∈T
|X (t)| � ε

}
� 2A (u, θ) ,

��

A (u, θ) = exp

{
−ϕ∗

(
1

ε0

[
u (1− θ)− 2

θ
Iϕ (θε)

])}
, Iϕ (y) =

y∫
0

Ψ(H (ε)) dε.
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�������� 	 � ����
 ����� R
k � ��	
���
� ������ d(t, s)= max

1≤i≤k
|ti−si|, T =

= {0 ≤ ti ≤ Ti, n = 1, 2, . . . , k} , Ti > 0. ����������
� 	
�����	
� ����� X =
{X (t) , t ∈ T} ∈ Subϕ (Ω) . ����� sup

d(t,s)�h

τϕ (X (t)−X (s)) � σ (h) , �� σ (h) �

�����	�� ��������� �������� �������� ����  � σ (h) → 0 �
 h → ∞.
����� 	
����!�"�� ���	�∫

0+

Ψ

(
ln

1

σ(−1) (ε)

)
dε <∞,

�� Ψ(u) = u
ϕ(−1)(u)

. #��� ��� ���"����$� 0 < θ < 1, u > 2Iϕ(θε0)

θ(1−θ) ��! ����� ���	�
����"

P

{
sup
t∈T
|X (t)| > u

}
� 2Ã (u, θ) ,

��

Ã (u, θ) = exp

{
−ϕ∗

(
1

ε̃0

[
u (1− θ)− 2

θ
Ĩϕ (θε̃)

])}
,

�� ε̃0 = sup
t∈T

(
E |X (t)|2)1/2� Ĩϕϕ (δ) =

δ∫
0

Ψ

(
k∑

i=1

ln
(

Ti

2σ(−1)(ε)
+ 1
))

dε.

�������� �
 ����� X = {X(x, t), 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ π} � ��������"�
�

Subϕ (Ω) 	
�����	
� �����% �������� & ���
'�!�"�� ���	���
	
�� �� � Ĩϕ(δ)
�����
�
 ����$����

δ∫
0

Ψ

(
2 ln

(
max(T, π)

2σ(−1) (ε)
+ 1

))
dε.

���������� � ��	
�� ������

Ĩ(δ) =

δ∫
0

Ψ

(
ln
( π

2σ(−1)ε
+ 1
)
+ ln

(
T

2σ(−1)ε
+ 1

))
dε =

=

δ∫
0

Ψ

(
ln
( π

2σ(−1)ε
+ 1
)( T

2σ(−1)ε
+ 1

))
dε ≤

≤
δ∫

0

Ψ

(
ln

(
max(T, π)

2σ(−1)ε
+1

)(
max(T, π)

2σ(−1)ε
+1

))
dε=

δ∫
0

Ψ

(
2 ln

(
max(T, π)

2σ(−1)ε
+1

))
dε.

�
 ��������� ������
 �������� ���������


�
����	��
 ����
� ������ ��� �����
���	
�
 ��	�		� � �
�� 	������	��
�� ���		��� ����� x ∈ [0, π], t > 0

∂

∂x

(
p(x)

∂V (t, x)

∂x

)
− q(x)V (t, x)− ρ(x)

∂V (t, x)

∂t
= 0, ���

����� ������ �� !"!# ���$�	 �%&&	 ��'� �� 	 ( �
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 �	������	��
 ����� ����� � � � ��

V (t, 0) = 0, V (t, π) = 0, ���

V (0, x) = ξ(x), ���

�� ξ(x) � �	
����� ���������	� � ����������� ��	�	�� �	�����	� ������ �
�������� Subϕ(Ω)�

������ p = (p(x), x ∈ [0, π])� q = (q(x), x ∈ [0, π])� ρ = (ρ(x), x ∈ [0, π])
������� ���� ����	!

"� p(x) > 0, q(x) ≥ 0, ρ(x) > 0, x ∈ [0, π]#
�� p(x), ρ(x) ���$� ���������� �	%����������� %����� ��	 x ∈ [0, π]#
�� q(x) ���������� �	%����������� %����� ��	 x ∈ [0, π]�
&�'��

V (t, x) =
∞∑
k=1

ξke
−λktXk(x), �(�

�� Xk(x) � ������ %������ � λk � ������ ���$���� ����$� )�����*+�������

L(x) =
∂

∂x
(p(x)

dX(x)

dx
)− q(x)X(x) + λρ(x)X(x) = 0;

X(0) = 0, X(π) = 0;

ξk =

π∫
0

ρ(x)Xk(x)ξ(x)dx. �,�

-��.������ ���	

Sms(t, x) =
∞∑
k=1

ξke
−λktλmk X

s
k(x),

�� m = 0, 1 ��	$��� ��	 m = 0 s = 0, 1, 2� � ��	 m = 1 s = 0�

���� � � /01�� ����� ξ(x), 0 ≤ x ≤ π ���	�
� ����� Subϕ(Ω) ����������
������ ����� �� ��� Sms(t, x) ��	������� � ����
���� ��������
��� ��
���
��� x ∈ [0. π], t > 0� ���	 ��������	 ��� Sms(t, x)  ����� �����
Subϕ(Ω) ��������	 �������

���������� 2 ������	 � �	��	��3� 4� ���5� �	�����	' ���	$	� ξk, k ≥ 1 3
����.� Subϕ(Ω)� 6���� �.���� ������	 "� �	������ ���	 Sms(t, x) 3 ���7 ����.�
Subϕ(Ω) �	������ ������	�

���� � � /01�� ����� ε ! ���	"�
� ���"�� ���� �� 0 < ξ < +∞� #���
Sms(t, x) ��	������� 	�
��	
� � ����	
	��� ���
��� � ��"���	

Dε = [0, π]× [ε, +∞).

���� � � /01�� ����� �"� $�
��	% Xλ(u), λ > 0, u ∈ T, �� T = (0, T )�
����
������ �����&

'( sup
u∈T

|Xλ(u)| ≤ B)

*( |Xλ(u)−Xλ(v)| ≤ Cλ|u− v| u, v ∈ T.

����� ������ ���� �! ��"#�$ %&''$ ��(� %% $ ) %
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����� χ(λ), λ > 0 � ����	�	
�� �	������ �������� χ(λ) > 0 �	� 
�� λ > 0�
���� �� ������� λ

χ(λ)
� �	������� �	� λ > v0� �� ���� v0 ≥ 0� ���� ��� 
��

λ ≥ 0 �� v > 0 
��������� ������� ��	�
����

|Xλ(u)−Xλ(v)| ≤ max(C; 2B)
χ(λ+ v0)

χ
(

1
|u−v|+v0

) .
���� � � ����� ����� ��� 
����� ������� Xk(x), x ∈ [0, π] 
���������

���
�

|Xk(x)−Xk(x1)| ≤ Lλk|x− x1|.
����� ���� �!�"����� 	��

∞∑
k=1

∞∑
l=1

|Eξkξl|χ(λk + v0)χ(λl + v0) = W,

�� ������� χ(λ) 
�������� 
 ���� #$ %��� �	� 0 < t ≤ t1, t1 > 0 �� 0 ≤ x ≤ π,
0 ≤ x1 ≤ π ��� ���� ��	�
����

sup
max(|t−t1|,|x−x1|)≤h

(
E (z(t, x)− z(t1 x1))

2) 1
2 ≤ 2max(2CX , L)

χ( 1
h
+ v0)

√
W,

�� CX � ���� ��������� �� |Xk(x)| < CX � z(t, x) = V (t, x)− ξ(x)$

���	�
���� � ����� ξ(x), x∈ [0, π]
������
�� �	��� � �	���	� Subϕ(Ω)$
ξ(x) � ���	�!������� ����	�	
��� 
 �	������� �
��	��������� Eξ(x) = 0$
����� ���� ���� ������� χ = {χ(λ), λ > 0} ����� �� χ(λ) ����	�	
��� ����&
����� �	���� �	� λ > 0� � ������� λ

χ(λ)
, λ > 0 ��������� �	���� �	� λ ≥ v0�

�� v0 ≥ 0 � ����� ��������� � �!�"����� 	��

∞∑
k=1

∞∑
l=1

|Eξkξl|χ(λk + v0)χ(λl + v0),

���� ������� ' ����(����� �	�
����
��� ���� ������� σ(h) ��� 
�"���
σ(h) = C

χ( 1
h
+v0)

.

������� �� ����� 
������
�� �	��� ξ(x), x ∈ [0, π] � �	�"� Subϕ(Ω)

������
�� �	�����$ ξ(x) � ���	�!������� ����	�	
��� 
 �	������� �
��	�&
�������� Eξ(x) = 0$ ����� ���� ������� χ = {χ(λ), λ > 0} ����� �� χ(λ)
����	�	
��� ��������� �	������� � ������� λ

χ(λ)
, λ > 0 ��������� �	����

�	� λ ≥ v0� �� v0 ≥ 0 � ����� �������� � ��� !���&���"� ε > 0 �� c > 0

��������� ���
�

ε∫
0

ψ

(
ln

(
χ−1

(
C

v

)
− v0

))
dv <∞,

�� ψ(u) = u
ϕ−1(u)

. )���

sup
|x−y|≤h

(
E (ξ(x)− ξ(y))2

) 1
2 ≤ C

(
χ

(
1

h
+ v0

))−1
����� ������ �� !"!# ���$�	 %&''	 ��(� %% 	 ) %
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� ��������	
 �
�
∞∑
k=1

∞∑
l=1

|Eξkξl|χ(λk + v0)χ(λl + v0),

��� ��
 �����
�� σ > 0 �������� �� x, x ∈ [0, π] � t ≥ σ � �������	��
�����
 ��������	
 �
��

Sms(t, x) =
∞∑
k=1

ξke
−λktλmk X

s
k(x),

�� m = 0, 1� ������ ��� m = 0 s = 1, 1, 2� � ��� m = 1 s = 0� ���� �
� ���
�� �
�� ������� � ��� �������� �� �����������
� ��� ���� �� x �� ���
��� �� t�! " ���	�� x ∈ [0, π], t ≥ σ  �����
 V (t, x) � �������	�� �����

�������
� ����
��
 �#� �� ���� �$�! %��� �� �������� � �������	��
�����
 � ���	�� x ∈ [0, π] V (t, x)→ ξ(x) ��� t→ 0.

���������� ���������� 	
������ 	 ���������� ������� ����� Sms(t, x)
�������� 	 ���� ��

�������� ���� Sms(t, x) 	
������� ���������� 	 ���������� �������� �
�� �� V (t, x) 	 ���������� ������� 	���������� ��������  !" � #���#  $"
��������� �� � � �������������# ������#�

%�������� �� 	 #��� ������ ����& ������ ��������� �� V (t, x)→ ξ(x) 	�
x ∈ [0, π] ���������� 	 ���������� ������� ��� t→ 0.

��	������� ���������� ������ z(t, x) = V (t, x) − ξ(x)� �������� z(t, x) �
����� ϕ'�#
��#������ ���������� ��������� � 	 ���� ( ��������� �� � �
����
0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ t1 ≤ T,

sup
max(|t−t1|,|x−x1|)≤h

τϕ (z(t, x)− z(t1 x1)) ≤

≤ CΔ sup
max(|t−t1|,|x−x1|)≤h

(
E (z(t, x)− z(t1 x1))

2) 1
2 ≤ R

χ
(
1
h
+ v0

) ,
�� R = 2CΔ max(2Cx, L)

√
W.

)	 	�#������� ! ��������� �� �������

ε∫
0

ψ

(
ln

1

σ−1(v)

)
dv,

����� 	������ # �������

ε∫
0

ψ

(
ln

(
χ−1

(
C

v

)
− v0

))
dv,

��# ��� ����� ������ � � �������� $� �
� ��� ���������� 0 < θ < 1, y >
2I(θε̂0)
θ(1−θ) ��� ����� ���������

P

{
sup

0≤x≤π,0≤t≤T
|z(t, x)| > y

}
≤ 2Â(y, θ),
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Â(y, θ) = exp

{
−ϕ�

(
1

ε̂0

[
y(1− θ)− 2

θ
Î(θε̂0

])}
,

Î(δ) =

δ∫
0

Ψ

(
2 ln

(
max(T, π)

2σ(−1) (ε)
+ 1

))
dε.

����� ��	
�
� �

lim
t→0

ε̂0 = lim
t→0

(
E (z(t, x))2

) 1
2 = 0.

�������
� ������� ϕ� ��������� ��

lim
t→0

Â(y, θ) = lim
t→0

exp

{
−ϕ�

(
1

ε̃0

[
y(1− θ)− 2

θ
Î(θε̂0

])}
= 0.

���� 1
ε̂0
→∞ ��
 t→ 0� �����

lim
t→0

P

{
sup

0≤x≤π,0≤t≤T
|V (t, x)− ξ(x)| > ε

}
= lim

t→0
P

{
sup

0≤x≤π,0≤t≤T
|z(t, x)| > ε

}
= 0,

� �� ����	��� � V (t, x)→ ξ(x) ����� ���� �� x ∈ [0, π] � ! ��������" ��
�
��

��
 t→ 0.
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���� V (t, x) =
∞∑
k=1

ξke
−λktXk(x) ���	����� ���� VN(t, x) =

∞∑
k=N

ξke
−λktXk(x).
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������� �
 ����� ������ ���� �
��� �����
� !" ���� �	� #��������� 0 <
θ < 1, y > 2I(θε̃0)

θ(1−θ) 
�� 
��$� ����������

P

{
sup

0≤x≤π,0≤t≤T
|VN(t, x)| > y

}
≤ 2Ã(y, θ),

��

Ã(y, θ) = exp

{
−ϕ�

(
1

ε̃0N

[
y(1− θ)− 2

θ
I(θε̃0N

])}
,

ε̃0N = sup
0≤x≤π,0≤t≤T

(
E|VN(t, x)|2

) 1
2 ,

I(δ) =

δ∫
0

ψ

[
2 ln

(
max(T, π)

(
χ−1

(
RN

h

)
− v0

)
+ 1

)]
dh,

RN = 2CΔ

√
WN max(2CX , L),

ψ(u) =
u

ϕ−1
(u),
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WN =
∞∑

k=N

∞∑
l=N

|Eξkξl|χ(λk + v0)χ(λl + v0),

�� CX ����� ��|Xk(x)| < CX , CΔ 	 
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