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The competitive placement problem with complete distribution of the market where two com-
petitive firms open facilities consecutively for delivering the clients is considered. The algorithm
for reduction of the original problem to the sequence of the single-criterion boolean programming
problems is suggested.

В роботi розглядається конкурентна задача розмiщення з повним розподiлом ринку, на яко-
му двi фiрми послiдовно розмiщують пiдприємства для обслуговування клiєнтiв. Наведено
алгоритм зведення вихiдної задачi до послiдовностi однокритерiальних задач булевого про-
грамування.

В данiй роботi розглядається конкурентна задача розмiщення з повним роз-
подiлом ринку, на якому присутнi двi фiрми [1–4].

Постановка задачi. Розглядається ринок однiєї послуги. Вiдома множина
клiєнтiв J = {1, . . . , n}, що мають потребу в отриманнi даної послуги. Також
вiдома множина пунктiв I = {1, . . . ,m}, де можуть бути вiдкритi пiдприєм-
ства для надання клiєнтам послуги. Вважається, що пiдприємство задоволь-
няє всi потреби клiєнта, що обслуговується на ньому. Тобто, клiєнт повнiстю
обслуговується на єдиному пiдприємствi. Однак на одному пiдприємствi мо-
же обслуговуватись декiлька клiєнтiв. Спочатку свою пiдмножину пiдприємств
S1 ⊂ I вiдкриває перша фiрма (Лiдер). Потiм, знаючи це рiшення, друга фiрма
(Конкурент) вiдкриває власнi пiдприємства S1 ⊂ I, таку, що S1

⋂
S2 = Ø.

Кожен клiєнт вибирає з множини вiдкритих пiдприємств одне. Для визначе-
ння уподобань клiєнтiв введемо матрицю переваг G. Якщо glj > gkj, то j-овий
клiєнт вiддає перевагу пункту l перед k. При цьому клiєнту байдуже, кому
належить пiдприємство, вiдкрите в даному пунктi.

Також вiдома fi – вартiсть вiдкриття пiдприємства в кожному з пунктiв.
Лiдера має певну кiлькiсть коштiв F 1, що можуть бути витраченнi для вiд-
криття пiдприємств. Аналогiчно, в Конкурента є певна кiлькiсть коштiв F 2.
Залежно вiд розмiщення вiдкритих пiдприємств, множина клiєнтiв (ринок) бу-
де якось розподiлена мiж Лiдером i Конкурентом. Обслуговування j-ого клiєнта
приносить прибуток uj. Кожна фiрма прагне максимiзувати свою частку ринку
та, вiдповiдно, сумарний прибуток.

Математична модель. Введемо до розгляду змiннi:

xi =

{
1, якщо Лiдер вiдкриває пiдприємство в пунктi i;
0, якщо Лiдер не вiдкриває пiдприємство в пунктi i;

i ∈ I;

yi =

{
1, якщо Конкурент вiдкриває пiдприємство в пунктi i;
0, якщо Конкурент не вiдкриває пiдприємство в пунктi i;

, i ∈ I;

uj =

{
1, якщо клiєнта обслуговує Лiдер;
0, якщо клiєнта обслуговує Конкурент;

j ∈ J.
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Знайти

W 1 =
∑
j∈J

wjuj(x, y
∗)→ max, (1)

(2)

де y∗ – розв’язок

W 2 =
∑
j∈J

wj(1− uj(x, y))→ max. (3)

При умовах

∑
i∈I

fixi 6 F 1; (4)∑
i∈I

fiyi 6 F 2; (5)

Ij(x) = {i ∈ I|gij > max
l∈I
{glj|xl = 1}}, j ∈ J ; (6)

uj = 1− max
i∈Ij(x)

yi; j ∈ J ; (7)

u ∈ Bn;x, y ∈ Bm. (8)

Цiльова функцiя задачi визначає сумарний прибуток Лiдера (1). Множина
допустимих розв’язкiв описується за допомогою задачi Конкурента (3), (5)-(8).
Вектор xi, i ∈ I та множини Ij(x), j ∈ J в задачi Конкурента вважаються фi-
ксованими та вiдомими.

Iдея алгоритму. Набором Конкурента назвемо булевий вектор, що визна-
чає множину пунктiв, де Конкурент вiдкриває пiдприємства. Допустимим набо-
ром назвемо такий набiр, що задовольняє умовам (4) та (8). Розглянемо деяку
непорожню множину допустимих наборiв A. Припустимо, що Кокурент може
вiдкривати пiдприємства тiльки згiдно деякого набору iз множини A.

Для кожного y ∈ A побудуємо множину утримання Ij(y) = {i ∈ I|gij 6
min
l∈I
{glj|xl = 1}}, j ∈ J . Цi множини показують пункти розмiщення пiдприємств

у яких дозволяють Лiдеру зберегти клiєнта j, якщо Конкурент вiдкриє пiдпри-
ємства згiдно набору y.

Введемо змiннi:

vjy =

{
1, якщо клiєнта j обслуговує Лiдер;

0, якщо клiєнта j обслуговує Конкурент;
j ∈ J, y ∈ A,

а Конкурент вiдкриває пiдприємства згiдно набору y.
Нехай W 1 – сумарний прибуток Лiдера.
Для фiксованої множини A задача Лiдера може бути сформульована таким

чином:
Знайти

W 1(A)→ max (9)
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при умовах:

∑
j∈J

wjvjy > W 1(A), y ∈ A; (10)∑
i∈Ij(y)

xi > vjy, j ∈ J, y ∈ A; (11)

∑
i∈I

fixi 6 F 1; (12)

x ∈ Bm. (13)

Цiльова функцiяW 1(A) визначає сумарний прибуток Лiдера. Обмеження (10)
гарантує, що Конкурент вибере найкращий набiр з множини A у вiдповiдь на
набiр вiдкритих Лiдером пiдприємств x. А обмеження (11) визначає розподiл
ринку мiж Лiдером i Конкурентом.

Очевидно, якщо множина A мiстить всi допустимi набори y, то задачi (9)-
(13) та (1)-(8) еквiвалентнi.

Зауважимо, що замiна булевих змiнних vjy на неперервнi 0 6 vjy 6 1 поро-
джує еквiвалентну задачу. Якщо в оптимальному розв’язку задачi з неперерв-
ними змiнними якась координата vjy виявилася дробової, то збiльшення її до
одиницi не порушує обмеження (11) i сприяє збiльшенню W 1(A). Таким чином,
в задачi залишиться тiльки одна група булевих змiнних xi. Iншi змiннi можна
вважати неперервними.

Якщо множина A досить мала, то для кожного y ∈ A задачу Лiдера (9)-(13)
можна розв’язати класичними методами [5], як задачу частково-цiлочислового
програмування. Розв’язок задачi Лiдера для будь-якої множини A є верхньою
оцiнкою оптимального значення цiльової функцiї W 1(A) вихiдної задачi (1)-(8).

Припустимо, що множина A мiстить всi допустимi набори y. Очевидно, що
багато з елементiв множини A породжують несуттєвi обмеження (10) та (11).
Побудуємо еквiвалентну задачу, знайшовши таку пiдмножину A, елементи якої
породжують тiльки суттєвi обмеження. Одним iз способiв знаходження такої
пiдмножини є iтеративний процес, що наведено далi.

Нехай A – деяка множина допустимих наборiв Конкурента. x(A) – опти-
мальний розв’язок задачi (9)-(13), при y ∈ A. Тодi оптимальний розв’язок за-
дачi Конкурента (3), (5)-(8) визначає нижню оцiнку значення цiльової функцiї
W 1(A) вихiдної задачi (1)-(8).

Алгоритм 1. Розв’язування конкурентної задачi розмiщення з повним роз-
подiлом ринку:

1) Вибрати початкову множину A0.

2) Розв’язати задачу (9)-(13), знайти W 1(Ak) та x(Ak).

3) Розв’язати задачу (3), (5)-(8), знайти W 1(Ak) та y(Ak).

4) Якщо W 1(Ak) = W 1(Ak), то x(Ak), y(Ak) – розв’язок задачi (1)-(8).

5) Iнакше Ak+1 = Ak ∪ y(Ak), k = k + 1. Повернутись до кроку 2.
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Теорема 1. Алгоритм 1 скiнченний i завершується знаходженням розв’яз-
ку задачi (1)-(8).

Доведення. Множина допустимих розв’язкiв задачi Конкурента (3), (5)-(8)
є пiдмножиною булевих векторiв довжини m, тому вона скiнченна. Доведемо,
що кожна iтерацiя алгоритму збiльшує кiлькiсть елементiв множини Ak. При-
пустимо, що Ak+1 = Ak. Це можливо тiльки тодi, коли набiр y вже належить цiй
множинi, тобто y(Ak) ∈ Ak. Але тодi, враховуючи обмеження (10), W 1(Ak) 6
W 1(Ak). Врахувавши, що W 1(A) 6 W 1(A) 6 W 1(A) для ∀A, ми отримуємо,
що W 1(A) = W 1(Ak) = W 1(Ak). Алгоритм завершується, знайшовши розв’язок
задачi (9)-(13).

З еквiвалентностi задач (9)-(13) та (1)-(8), випливає, що x(Ak) та y(Ak) –
точний розв’язок конкурентної задачi розмiщення з повним розподiлом рин-
ку (1)-(8).

На жаль, отримати достатньо точну оцiнку числа iтерацiй такого методу не
вдалось.

Запропонований алгоритм тестувався на прикладах з бiблiотеки тестових
завдань

”
Дискретнi моделi розмiщення“ [4]. Чисельнi експерименти показали,

що кiлькiсть iтерацiй, що необхiдна для знаходження розв’язку залежить вiд
вибору початкової множини A0. Розглядались два способи вибору початкового
значення: порожня множина, та множина, що складається з розв’язкiв зада-
чi (14), (15). ∑

j∈J

max
i∈I

gijyi → max; (14)∑
i∈I

fiyi 6 F 2. (15)

Код задачi Порожня множина Розв’язок задачi (14), (15)
a50-01 1285 563
a50-02 1768 622
a50-03 1650 529
a50-04 2951 871
a50-05 1877 793

Таблиця 1.
Кiлькiсть iтерацiй при рiзних значеннях множини A0.

Приклад. Розглянемо застосування алгоритму на модельнiй задачi [3], для
якої вiдомий точний розв’язок x∗ =

(
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

)
,

y∗ =
(

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
)
.

Нехай пункти вiдкриття пiдприємств спiвпадають iз мiсцем розмiщенням
клiєнтiв. Розмiщення пунктiв i клiєнтiв, а також прибуток, що приносить обслу-
говування вiдповiдного клiєнта, задано за допомогою графа (рис. 1). Приваб-
ливiсть пункту для клiєнта обернено пропорцiйна вiдстанi до нього. Кожна фiр-
ма може вiдкрити не бiльше, нiж два пiдприємства.
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Рис. 1. Граф розмiщення пунктiв та клiєнтiв.

За домомогою алгоритму Флойда-Уоршелла знайдемо вiдстанi мiж клiєнта-
ми i пунктами.

Врахуємо, що розв’язок задачi не залежить вiд абсолютних значеннь прива-
бливостi пунктiв для клiєнтiв, а тiльки вiд їх спiввiдношення. Для уникнення
дробових i нескiнченних величин будемо вважати привабливiсть gij рiвною не
1
dij

, а M − dij, де dij – довжина найкоротшого шляху вiд клiєнта i до пункту j,
а M – деяке велике число таке, що M > max

i∈I,j∈J
dij. Нехай M = 100, тодi

G =



100 74 67 47 80 59 42 53 37 19 27
74 100 93 73 54 72 68 30 27 32 53
67 93 100 80 57 78 75 36 33 38 60
47 73 80 100 37 58 90 16 26 53 75
80 54 57 37 100 79 32 73 52 39 17
59 72 78 58 79 100 53 58 55 60 38
42 68 75 90 32 53 100 20 36 63 85
53 30 36 16 73 58 20 100 84 57 35
37 27 33 26 52 55 36 84 100 73 51
19 32 38 53 39 60 63 57 73 100 78
27 53 60 75 17 38 85 35 51 78 100


;

w =
(

10 15 20 10 15 20 10 15 20 5 5
)

;

f =
(

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
)

;

F 1 = F 2 = 2.

Для знаходження початковго значення множини наборiв Конкурента побу-
дуємо допомiжну задачу максимiзацiї сумарної привабливостi:
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max {100y1; 74y2; 67y3; 47y4; 80y5; 59y6; 42y7; 53y8; 37y9; 19y10; 27y11}+
+ max {74y1; 100y2; 93y3; 73y4; 54y5; 72y6; 68y7; 30y8; 27y9; 32y10; 53y11}+ . . .+

+ max {27y1; 53y2; 60y3; 75y4; 17y5; 38y6; 85y7; 35y8; 51y9; 78y10; 100y11} → max;

y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 + y9 + y10 + y11 6 2.

Знайдемо її розв’язок: y =
(

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
)
.

Нехай A0 = {
(

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
)
}.

Знайдемо множини утримання: I1 = {1}; I2 = {1, 2, 3}; I3 = {1, 2, 3, 4, 6, 7};
I4 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11}; I5 = {1, 5}; I6 = {1, 2, 3, 5, 6, 10}; I7 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11};
I8 = {8}; I9 = {8, 9}; I10 = {6, 7, 8, 9, 10, 11}; I11 = {2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

x(A0) =
(

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
)
– розв’язок задачi Лiдера:

W 1(A0)→ max;

10v1 + 15v2 + 20v3 + 10v4 + 15v5 + 20v6 + 10v7+

+15v8 + 20v9 + 5v10 + 5v11 > W 1(A0);

x1 > v1;

x1 + x2 + x3 > v2;

x1 + x2 + x3 + x4 + x6 + x7 > v3;

x1 + x2 + x3 + x4 + x6 + x7 + x8 + x10 + x11 > v4;

x1 + x5 > v5;

x1 + x2 + x3 + x5 + x6 + x10 > v6;

x1 + x2 + x3 + x4 + x6 + x7 + x8 + x10 + x11 > v7;

x8 > v8;

x8 + x9 > v9;

x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 > v10;

x2 + x3 + x4 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 > v11;

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 6 2;

xi ∈ {0, 1}, i = 1, 11.

Тодi W 1(A) = 110.
Знайдемо множини захоплення: I1 = {1, 2, 5}; I2 = {2}; I3 = Ø; I4 = {4, 7};

I5 = {1, 5}; I6 = Ø; I7 = {4, 7, 11}; I8 = {5, 8, 9}; I9 = {8, 9, 10}; I10 = {7, 9, 10, 11};
I11 = {4, 7, 10, 11}.

y(A0) =
(

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
)
– розв’язок задачi Конкурента:

10u1 + 15u2 + 20u3 + 10u4 + 15u5 + 20u6 + 10u7+

+15u8 + 20u9 + 5u10 + 5u11 → min;

u1 = 1−max{y1, y2, y5};
u2 = 1− y2;

u3 = 1;

u4 = 1−max{y4, y7};
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u5 = 1−max{y1, y5};
u6 = 1;

u7 = 1−max{y4, y7, y11};
u8 = 1−max{y5, y8, y9};
u9 = 1−max{y8, y9, y10};

u10 = 1−max{y7, y9, y10, y11};
u11 = 1−max{y4, y7, y10, y11};

y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 + y9 + y10 + y11 6 2;

yi ∈ {0, 1}, i = 1, 11.

.
W 1(A0) = 60.
Оскiльки W 1(A0) 6= W 1(A0), то продовжуємо виконання алгоритму.
A1 = {

(
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

)
,(

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
)
}.

Розв’язавши задачу Лiдера, знайдемо
x(A1) =

(
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

)
та W 1(A1) = 75.

Розв’язавши задачу Конкурента, знайдемо
y(A1) =

(
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

)
та W 1(A1) = 75.

Оскiльки W 1(A1) = W 1(A1), то x(A1) та y(A1) – розв’язок задачi.
x(A1) = x∗ та y(A1) = y∗, отже задача розв’язана вiрно.

Висновки. Наведений алгоритм дозволяє звести конкурентну задачу роз-
мiщення з повним розподiлом ринку до послiдовностi однокритерiальних задач
булевого програмування. Обчислювальна складнiсть алгоритму залежить вiд
багатьох факторiв, зокрема вiд вибору початкової множини наборiв Конкурента.

Для розв’язування отриманих задач булевого програмування невеликої роз-
мiрностi можна застосовувати класичнi методи, зокрема метод гiлок та меж.
Для задач бiльшої розмiрностi доцiльно застосовувати евристичнi алгоритми,
що будуть наведенi в наступних роботах.
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