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The paper highlights the weak non-linear boundary value problems for operator equations with
Noether’s operator in the linear part. The author has obtained necessary and sufficient condi-
tions for finding the solutions of such boundary value problem in the noncritical case and critical
case of first order. The author also managed to establish the converging iterative procedures for
constructing the only possible solution, or at least one of possible solutions.
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	 ����	����	 ε, ε ∈
Iε0 = [0, ε0]

Lz(t) = f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε), ���

�z(·) = α + εJ(z(·, ε), ε). ���

����	 
� ������� ���� ��� ��������	� �
�
��� ������ ������

(Lz0)(t) = f(t), ���

�z0(·) = α, ���

�� ����	���� � � ���� ��� ��� ε = 0!
"� ������
�� � ���
#��	� ������	� ���  � ��	 ��������$ ��%����&
�����$

�
����� '�(� '�(� '�( ��	� �� ����� ���������!
��������� �	 ������� ����	� 
�� 
�� ��� ����������� �� ����	� 
�� 
��

��� ε = 0 ����������� �������	�� ��� ����	� 
�� 
���  ���!���� ����	� 
��

�� ����������� ��������	�"��

)�$��*

���� L : B1 → B2− ��������� �������� indL = dimkerL −
dimkerL∗ = μ− ν �= 0+

�,�� Z : B1×I×Iε0 → B2×Iε0− ���
�
���� �� z �#	�-���� �����.
���� ��� � ���
� �����-������ ����/��� ||z − z0|| ≤ q 	�� ��$
���
0��1� �� z 
 ����������� �� ε ∈ Iε0 +

�,�� Z(0, t, 0) = 0, Z ′z(0, t, 0) = 0;
�,�� f(t) ∈ B2+
�,2� � : B1 → Rm− �
�
���� �#	�-���� �����.%��&
����+
�,3� J : B1 × Iε0 → Rm− ���
�
���� �� z �#	�-���� �����.

%��&
����� ��� � ���
 �����-������ ����/��� ||z − z0|| ≤ q 	��
��$
��� 0��1� �� z 
 ����������� �� ε+

�,4� J(0, 0) = 0, J ′z(0, 0) = 0;
�,5� α ∈ Rm.

�2�

6���	� ����/������� ������ ��� ���$��-���� �	�� 
 ������� 
 �������	
�
��#����� ����/��� z(t, ε) ������7 �����
 ���� ���� 8� ����-��� ��� ���� B1

�� t, ������������ �� ε� 8� �#������� � ��� ε = 0 � ����/��� �����-����7
������7 �����
 ���� ���!


	 �������� ���������	 )������� ���������� �
������ ��� � ���	�����
����/����	� ��	� 	�� ����/��� ��� ��$ 
 �
��� ��$ f(t) ∈ B2, �
 ����������.
��� �	���

(PYL
f)(t) = 0, �3�

�� PYL
: B2 → YL− ������� #���$����� ��� ���� B2 �� �
���� �
� YL, ���


��	��%��� ����.��� ���� N(L∗)  ���-����� ��������� L∗ '�9(! :	��� �3� ��
.
�������� �	��


(Φf)(·) = 0,

�� Φ− (ν × n1).��	
��� 	����&�� ���� ��7 � �
�
���.������-��	� #��� ��	�
�����.%��&
�����	� ����.��� ���� N(L∗). ;�� �������
 �	��� �3� ������.
��� ����/��� ���������� �
������ ��� 	�� ������*

z0(t) = X(t)c+ (L−f)(t), �4�

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

�� X(t)− (n × μ)������	
 ��	�
��	
��	
 �
����� ��
 ���
��	
 � �
���	��
������� 	����������� N(L) ����
��
 L, c ∈ Rμ, L−− ��
�
��	�	������	�	��
����
�� �� ����
��
 L ���� ��� 

!���� ����
	���� ����"���� #$% � ��
���� ����� #�%� ����
&�� 
�����
'(	�
������

Qc+ �(L−f)(·) = α,

�� Q = �X(·)− (m× μ)������	
 �
�
 �
���� 
!��	
(��� PN(Q) : R

μ → N(Q)− (μ × μ)������	� �
���)��������* PYQ
:

Rm → YQ− (m×m)������	� �
���)��������* Q−− (μ×m)������	� �
���)
��
�
��	�	������	�	� �� �
���� Q ��� 

+�����
'(	
 �����

Qc = α− �(L−f)(·)

�
& ����"���� ��� �� � ����� �� f(t) ∈ B2 
 α ∈ Rm� ��� �
������	�)�
����� ��� , -.�

PYQd
{α− �(L−f)(·)} = 0, (d = m− rankQ),

��� ����	
		� ���' ��	
 �
& r��
�
����(	� (r = μ− rankQ) ���") ����"�����

c = PNr(Q)cr +Q−{α− �(L−f)(·)}, c ∈ Rr, #/%

�� PYQd
− (d × m)������	
 �
����� ��
 ���
��	
 � ���	�' ������ d ��	��	��

	��
��0	�� ������ �
������������
 PYQ
� PNr(Q)− (μ × r)������	
 �
�����

��
 ���
��	
 � ���	�' ������ r ��	��	��	��
��0	�� ������� �
������������

PN(Q) 

!���
���)(� �	
���	� � #/% ��	�
	� c ∈ Rr � #$%� ����
&�� �
�
��	��
����"���� ��	��	�' ��
����' �
�
(� #1%� #�%

z0(t) = z(t, cr) = X(t){PNr(Q)cr +Q−[α− �(L−f)(·)]}+ (L−f)(t) =

= Xr(t)cr + (L−f)(t)−X(t)Q−�(L−f)(·) +X(t)Q−α =

= Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−α.

2� Xr(t) = X(t)PNr(Q)− (n × r)������	
 ��	�
��	
��	
 �
����� ������
���' & ���	�) ������) r ��	��	��	��
��0	�� ����"����� ��������	�' #1%� #�%
��	����	�' (f(t) = 0, α = 0) ��
����' �
�
(�*

(Gf)(t) = (L−f)(t)−X(t)Q−�(L−f)(·),

G : B2 → ker � ⊂ B1− ��
�
��	�	�� ����
�� 3��	
 	
�����	����	�' (α = 0)
��
����' �
�
(� #1%� #�% 

2
��� (�	��� ��� �����0�)(�' ��
����' �
�
(� #1%� #�% ���
������� 	
���
�	� ����0�		� 

������� �� ����� L : B1 → B2− �����	
�� 	�����	� �	��� ���	 rank Q ≤
min(m,μ)� �	 
���	
���� ���� ��� 	��	����� (f(t) = 0, α = 0) ����	
� ������ ���
r � ������ r ������	������� ��� �	�
!����


z(t) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr.

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+��) � ,� ** ) - *
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���

����������� 	��
��� ����� ���� ��� ��������� ��� ��� � ����	� ��� f(t) ∈
B2 �� α ∈ Rm� �	� ������������� ν + d ����
������������� ������

⎧⎨
⎩

(Φf)(·) = 0,

PYQd
{α− �(L−f)(·)} = 0

���

� ���  ���� ��! r������������ "���� ����
������������� �������	��

z(t, cr) = Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−α. ����

�� �	
���� � ������� �������� ���������� �	 ���	��� ��� �	� ��	��
�����
� � ��	������� ���� rank Q = μ �	 rank Q = m.

�������� 	
 #	$� rank Q = μ� �� μ ≤ m% &  ���� �����	� ���������� ����
��� ��������� 	��
��� ����� �� ��! �������	��� 	��� ����������'�%

����������� 	��
��� ����� ���� ��� � ��������� ���������� L : B1 → B2

��������� ��� ��� � ����	� ��� f(t) ∈ B2 �� α ∈ Rm� �	� �������������
ν + d (d = m − μ) ����
������������� ������ �(�� ��� ��	������ �	�� ����
��! !����
 ��������	

z(t) = (Gf)(t) +X(t)Q−1l α, ����

�� (Gf)(t) = (L−f)(t)−X(t)Q−1l �(L−f)(·), Q−1l − ���� �)������ ����� � �� ���
��� � Q.
 �!
��� ��"� rank Q = μ� �� PN(Q) ≡ 0 � Xr(t) = 0, Q− = Q−1l #��$%
�������� �
 #	$� rank Q = m� �� m ≤ μ% &  ���� �����	� ����������

���� ��� ��������� 	��
��� ����� ��! r � ����	� r = μ−m ����
�������������
�������	��

z(t) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr.

����������� 	��
��� ����� ���� ��� � ��������� ���������� L : B1 →
B2 ��������� ��� ��� � ����	� ��� f(t) ∈ B2� �	� ������������� ν ����
���
���������� ������

(Φf)(·) = 0,

��� ��	������ �	�� ���� ��! r������������ "���� ����
������������� ����
����	��

z(t, cr) = Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−1r α,

�� (Gf)(t) = (L−f)(t) − X(t)Q−1r �(L−f)(·), Q−1r − ����� �)������ ����� � ��
����� � Q.
 �!
��� ��"� rank Q = m� �� PYQ

≡ 0 � ���	 ����	 � 
�
���� ��� ��� �	�&�
�����	�	� 	 Q− = Q−1r #��$%

��������� 	
 #	$� ���������� �������� ��� �"��� ���������� �� PYL
≡

0% &  ���� �����	� �������� L ��! �)������
 �����
 �)������
 ��������
L−1r *+,-� � ���'�������
 �������� .���� )��� ���� ��'���/

(Gf)(t) = (L−1r f)(t)−X(t)Q−�(L−1r f)(·).

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

���������� 	
 ���� L− ����	 
������	� ��	����	� �	��
��������	�
���
���
 ���� ��� ��� �	��
��������	� ���
���
 �� ����
�� ��	! ���������!
�"�� �#�� �� �
��	� ���
���	� ���
���
 L−1r !�$ ����%
����� �
����������

(L−1r f)(t) =

∫ b

a

K(t, s)g(s)ds,

�� K(t, s)− !��
	� &�'�(
) �	* �	�����* +��%������	� ���
���
 ,
��� !�$ �	%��-

(Gf)(t) =

∫ b

a

K(t, s)f(s)ds−X(t)Q−�
∫ b

a

K(·, s)f(s)ds.

�
 ������������� ������� ������
 �������� ������� ���������
 ����
����	 
�������� �������� ��� ��
���	��� �
����� ������ ���� ��� � ��������
��� 
����������

 � ��!"���� # � ���
��� # ������ $� ��
���	��� �
����� ������ ���� ���
���������� 
�������� ���" " �"%�� ���"� ��� rank Q = μ, N(Q) = {0})� � f(t) ∈
B2 " α ∈ Rm ������%����% 	����� �&�� �
� ��������" ���' ������ 
��������
��
���	���( �
�����( �����" ���� ��� ����)��%!� 	 �����" �##� z(t) = z0(t).

 
�*��� 	 �
����"� �����" �#�� �+� ���"�	 ��"���(

z(t, ε) = z0(t) + x(t, ε).

,��" �� �"�'����� x(t, ε) �"� ��
���	����� 
�������	 ��
��	��� ��!�	��	
�
����	 �����	-

Lx(·, ε)(t) = εZ(z0(t) + x(t, ε), t, ε), �#+�

�x(·, ε) = εJ(z0(·) + x(·, ε), ε) �#��

 ������� 	���	 "!�	����� " ���
��� ��*	���� 
�������	 x(t, ε)� $� ����
���% �
�!��
	 B1 �� t� ����
�
����� �� ε� ���� �*�
����%!� �
� ε = 0 	 �	�
%�����  �!��!	��� �� �
�����( �����" �#+�� �#�� ��!"��� # � ���
��� #� ,��"�

��������� ��"�"���!�" Z(z, t, ε) �� J(z, ε) �� ������
"���!�"� ��
������� $�
���� 
�������� ���" " �"%�� ���"� ��� rankQ = μ, � ��"�"���� ���
���
 Z "
��"�"���� .	��/"��� J ������%����% 	�����⎧⎨

⎩
ΦZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·) + x(·, ε), ε)− �L−Z(z0(·) + x(·, ε), ·, ε)} = 0.

�#��

0
� ��������" 	��� �#�� ������ 
�������� x(t, ε) �
�����( �����" �#+�� �#��
*	�� ���� �����-

x(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1l J(z0(·) + x(·, ε), ε)]. �#1�

,���� ������ �
����� ������ �#+�� �#�� �� ������" �����
�.	��/"� x(t, ε)
���"������� ���
���
�"� !�!���"⎧⎨

⎩
ΦZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·) + x(·, ε), ε)− �L−Z(z0(·) + x(·, ε), ·, ε)} = 0,

x(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1l J(z0(·) + x(·, ε), ε)],

�#2�

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+,,) � -� ** ) . *
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��� �������� 	 �
����
 ��� � �������� ����
�� ��������� 	 ���� ����� ����	��
�  � ��� ����������! �
����
 �"� 	����#

����
$ 	%���
$ ����� �����
& �����'�$� (�%�� ��� ��! ���)� �������� 	��*��+
ε ∈ Iε0 � ��
 ��
& �����'�$�
$ ���'�� 	%�����+�� �� ,)������ ��	�-�	�) �.�� �/�� ����
�0�� �1�� ����� ��������)�*
 �� �
����
 �"� ����� �����
& �����'�$� ���
�����
����)��
$ �����
�� ��� 	��&������� ��	�-�	�) x(t, ε)

xk+1(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + xk(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1l J(z0(·) + xk(·, ε), ε)],

x0(t, ε) = 0, k = 1, 2, 3, . . . .
�2�

(��
� *
���� ��������
�� ����)��� �����������
������� �� ����� �����	� 
����� ��� �� 
���	������ ���	�� ��� � �����

������ �����	� 
����� ��� �� �� 	 ������! ���	 rankQ = μ "�

⎧⎨
⎩

Φf(·) = 0,

PYQd
{α− �(L−f)(·)} = 0, (d = m− μ)

����
����� ��
	#�
�� ! ��� �� � � ��
	#�
�� ���$
%����	� 
����� ��� �� ��
	#�
�� "��! ! "!��� "��!� ��� ���!�!��! ������

"�� Z ! &���'!���� J 
���	������"� ���	�� ���� �� 	 ������! �� � 	���
��� �� � � ��
	#�
�� z(t, ε)� (� ����� "� ���)"��� B1 �� t� �������	� � �� ε
! �*��"��"�)� �� ε = 0 � ��������� � ��
	#�
�� z0(t)$ +�� ��
	#�
�� 
�����
� "�)� 
� ������,�� 
*!���,� �� [0, ε∗] ⊂ [0, ε0] !"���'!���,� ���'�)� �-� "�
&����� 

zk(t, ε) = z0(t) + xk(t, ε), k = 1, 2, 3 . . . .

	� 
������� ������� ������� ��������

	��� ��������� ����� ��������� ����������� 3��� ��	������� ���$��)
	���*) ��� .� ) �
����)� ���
 ������)�*� ���$��� 	���*� /�� �� ������#
	��*�� ��	�-�	��� ���$���� )���
 ���)����� �� �����
�� ��%)���
 ��	�-�	�)
z(t, ε) ���$���! 	���*� ��� .��  � �����
�+ �������) B1 �� t� ���������
$ ��
ε � �%������+�� ��
 ε = 0 � ��
� �	 ��	�-�	��� ������)�*�! ���$���! 	���*� /��
���
� ������
 � ������  � ������)�*� ���$��� 	���*� /�� �� ��� ��	�-�	�


���� � �
,� ����� ���
 f(t) ∈ B2 � α ∈ Rm 	������+����+ )����� 1�� ��

�
������� ��
& ���� ��� ���-� ��	�-�	��� �4� z(t, cr) = z0(t, cr).
5�
�)��
���  � f(t) ∈ B2 � α ∈ Rm �����  � )���
 1� �
�������
�������  � ����� �����	� 
����� ��� �� 
���	������ ���	�� �� ! ���

��
	#�
�� z(t, ε)� �������	� � �� ε ∈ [0, ε0]� (� �*��"��"�)� �� ε = 0 � ���� �
��������� � ��
	#�
�� z0(t, cr) �.� 
 ���)"��"�� cr = c0$ /��! ������" c0 ∈
Rr 
���	������ ) )"��! �!	����

⎧⎨
⎩

ΦZ(z0(·, c0) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·, c0) + x(·, ε), ε)− �L−Z(z0(·, c0) + x(·, ε), ·, ε)} = 0.

�0�

���� ������ ������� ������ ��  � ��!� �� � " �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

���������� ����� ���	
����� ��	�� �	����� �	�� ��� ���� ε ∈ Iε0 ���	
��
���� 		�
	��

Lz(·, ε)(t) ≡ f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε),

�z(·, ε) ≡ α + εJ(z(·, ε), ε).
���	�	����� �	 ���� ����	�	� ������ �	����  � ����	����� �������!�����

��	� "#$% 	������	% &	 ��� ���� ε ∈ Iε0 
�!�
��
� 	����	� Z(z(t, ε), t, ε) �
'�
���	
�! J(z(·, ε), ε) ���	�	!�
��� ��	���(

⎧⎨
⎩

ΦZ(z(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z(·, ε), ε)− �L−Z(z(·, ε), ·, ε)} = 0.

" #$

)�������	 ����% &	 ��	�� " #$ 
� ���	
������ �	��% 	���!��� z(t, ε)→z0(t, c0)
��� ε → 0% � 
�!�
��
� 	����	� Z(z, t, ε) � '�
���	
�! J(z(·, ε), ε) ���	�	!�
��
�� ��	��� "*+$% "*,$ � "*-$% "*.$ � "-$ � 	�	!� (ε = 0) �	��/���� z0(t, c0)% 	
�
������� ��� �	��� ��!� ε > 0% &	 ��	�� " 0$ 
� ���	
������ )���	���	
�	 ��	������% &	 �	�	��� �������!����� �	�����

)	�
����1� !��� ����
� ������ " #$ ����� F (c0) ����1��	 �� � ��2!���

F (c0) =

⎡
⎣ ΦZ(z0(·, c0), ·, 0)

PYQd
{J(z(·, c0), 0)− �L−Z(z(·, c0), ·, 0)}

⎤
⎦ = 0. "+3$

4�&	 ������ "+3$ ��� ������ �	��/��	� c0 = c�0 ∈ Rr% 	 �	
��
� c�0 ����

���� 	� �	�	������� �	��/��	� z0(t, c

�
0)% ��	�� �	�� ����	����� �	��/��	�

z(t, ε) �����
	� ������ " $% "+$% &	 	5������� � z0(t, c
�
0) ��� ε = 0�

6���!��� ������ ���
�
� "+3$ �
�!	2��
� ���	�	�� � �	��� ����	���
��

�!�
��
�� �	!���
� 7+8% 7,8% 7-8 ���
�

� �!� �	�	������� ���!���% 	 ���	

����
� 	�
���

��

��������� �	 	
���� ���������
� ������� ���� ���
������� �
�����
������� ��� ���������
� �������� ��� ���! ������ �"�# ����

4�&	 ������ ���
�
� "+3$ 
��	��/��
�% 	 ����	�� ������ " $% "+$ 
� ���
1���
	2	 �	��/�����

9������	% &	 
� �����
� ��� 
�	5���
	� ��	�� " :$ ��
���

� 	�
	�
��
	
�	��/��
	� ����	�	� ������ " +$% " ,$% �� " :$ � �	���	� ��	�	� 
� 
�!�
��
�
	����	� Z � '�
���	
�! J % 
�	5���
� ��	�� ��
���

� �	��/����� 
�	�
	�
��
�
	 �	��/��
	� ����	�	� ������% &	 �	!�2�� � 	��% &	5 ������ ���
�
� �!�
�	�	������� �	
��
 "+3$ ��!� �	�� 5 	��
 �	��/��	�% �	�� ���	�	!�
����
��5	�	� �!���
� c0 �� ���/� �	�	������� �	��/����� " 3$�


	�	 ������� ����� �������� ����������	

�
�����	 ��	�� ��
���

� �	��/����� ����	�	� ������ " $% "+$ � �������% �	!�
�	�	������ ����	�� ������ ",$% ":$ 
�	�
	�
��
	 �	��/��
�� ����� �����	�
�!� �
�!	2��
�� ����� �!� ������
�� ��'���
���!�
�� ����� 
����
�� � 7,8
�����
�� ������	� ���1	2	 �	������

9��	
���	 � ������ " $% "+$ ����
� ���

��

z(t, ε) = z0(t, c
�
0) + x(t, ε),

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+,,) � -� ** ) . *



�� �� �� ���	�
���

�� ��������� c�0 ∈ Rr 	���
����� ������� ��
��� �� ����������� ��������
����� ���� ��������� �������� 	������ 	�� �� ���
� ����
��� �� ��!�����
��"���
� ��	
#	�� x(t, ε) ��� �
�$ 	�����

Lx(·, ε)(t) = εZ(z0(t, c
�
0) + x(t, ε), t, ε),

�x(·, ε) = εJ(z0(·, c�0) + x(·, ε), ε).
��%�

&��������
���� 
�����
���� �'� ������ ��� ��������� Z(z, t, ε) �� (���)��*
���� J(z, ε) 
������� � ��� ���� �� ������� �� x �� ����� �����
�!� ������
�� ε� &�������� ��!� ��������� ��	
������

Z(z0(t, c
�
0) + x(t, ε), t, ε) = Z0(t, c

�
0) + L0x(·, ε)(t) +R(x(t, ε), t, ε),

J(z0(·, c�0) + x(·, ε), ε) = J0(·, c�0) + �0x(·, ε) + �1(x(·, ε), ε),
����

��
Z0(t, c

�
0) = Z(z0(t, c

�
0), t, 0) : B1 × I→ B2;

J0(·, c�0) = J0(z0(·, c�0, 0) : B1 × I→ Rm;
L0 : B1 × Iε0 → B2 × Iε0 + ���� �� �"������ ��������, �� � ��������

-��.� 
�� ������ ��!� ��������� Z(z, t, ε) �� z ��� z = z0(t, c
�
0)/

�0 : B1 × Iε0 → Rm × Iε0− ���� �� �"������ 
�����*(���)�����, �� �
�������� -��.� 
�� ������ ��!� (���)������ J(z, ε) �� z ��� z = z0(t, c

�
0)/

R : B1 × I × Iε0 → B2 × Iε0− ������ �� ��������, 0� 	���
����� ���
��
�1�� � �12� 	 �'�/

�1 : B1× I× Iε0 → Rm× Iε0− ������ �� 
�����*(���)�����, 0� 	���
�����
���
�� �13� � �14� 	 �'��

5�	!������ ������ ����� � ��� �
� 	����� ��%� � �������������� � 	����*
��
���� �� ��$ ������� %, �� $$ ��	
#	�� x(t, ε) ����������

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε).

��� ��
����� 
����� c(ε) 
�	�������� 	 ���
 ��	
#	����� ���� �%6�

⎧⎨
⎩

Φ{Z0(·, c�0)+

PYQd
{J0(·, c�0) + �0x(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)} = 0,

−�L−[Z0(·, c�0) + L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]} = 0,

� ��
����� 
�����*(���)� x(1)(t, ε) + 	� (��������

x(1)(t, ε) = ε[(GZ(z0(·, c�0) + x(·, ε), ·, ε))(t)+

+X(t)Q−J(z0(·, c�0) + x(·, ε), ε)].

&��������
���� ��	
����� ����, � �� (���, 0� 
������� ��������� c�0 ∈ Rr

���"����� 	���
����� ������� ��
��� �� ����������� �������� ����, ��

���� ������ ������� ������ ��  � ��!� �� � " �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

����������	 
����	�� x(t, ε) ��������������� 
������ ������ ���� ��� �
����
���� �� ������������ ���
���
��� �������

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

B0c(ε) = −
⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{�0x(1)(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ ,

�� �

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+
+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c�0)+
+�0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + �1(x(·, ε), ε)}],

��

B0 =

⎡
⎣ (ΦL0Xr)(·)

PYQd
{�0 + �L−L0}Xr(·)

⎤
⎦−

((ν + d)× r)�����
�� ����� ���
�!	"
#�������� ��
�� PN(B0) : Rr → N(B0) � PYB0

: Rν+d → YB0− ��������

�
����
�� � ��
�� B−0 − (r× (ν+d))�����
�� ���$��%��������
���� ���
�!& ��
���
�!� B0 '()"

*��� 
��$�	���� ��� ��
����� �������� 
����	��� ����������� ������" #�
�
+�� � ��� �
�����, �������� ,����$� 
����	�� ��	 ����$� ���
���$� ���

����&��$� 
����	��" *
�$�� - �������� �
������� ����$� 
����	�� ��	
����$� ��
����&��$�"

���� ������	
 ���� ������� ���	��� ���������

#������� .� �
� ����� r ≤ ν + d ����� ���������� ,����� 
����	��
��������������� ������ ���� ���" #
��������� .� rankB0 = r. /� ������, .�
dimkerB0 = 0� ����� PN(B0) = 0" 0��� ���$��%��������
���� ���
�!	 B−0 ����
����& ���
����& (B0)

−1
l '�1)"

*
�$� 
���	��	 ���
���
��� ������� �� � 
����	��� ���� � ���%� ����� ���
�����,�%�	 ����� '()� '2)

PYB0

⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{�0x(1)(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ = 0,

��(�

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+,,) � -� ** ) . *



�� �� �� �����	
��

��� ��������	 
��� ���� ��� ���� ������ �����
���

c(ε) = −(B0)
−1
l

⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{�0x(1)(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ .

��� ��� PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0� ���� ���� ������ ���������
 	 ��� PN(B0) = 0

���������� ������� ���� ������ �� !
�"

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

c(ε) = −(B0)
−1
l

⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{�0x(1)(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ ,

��#�

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+
+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c�0)+
+�0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + �1(x(·, ε), ε)}],

$� ���!� 	�% � &''( ����� ��������� )� ���������� ������� ��#� ��!�����
�� �!�� ������� �!
 �����
�� 
��* ����������� ��	���� ����� ������* 	��+
��,	� &�(� &�(� &-(� &.( ����������%/� 
��� �!
 ���*������
 �����
��	� x(t, ε)
����������� ������� ��#�� �������� �������� 	����,	���� ���,��0

1��!�����
 x
(1)
k+1(t, ε) �� x(1)(t, ε) 2�������� 
� /������	 �����
��� �����+

��* ����/

Lx
(1)
k+1(·, ε)(t) = ε{Z0(t, c

�
0) + (L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])(t) +R(xk(t, ε), t, ε)},

�x
(1)
k+1(·, ε) = ε{J0(·, c�0) + �0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)] + �1(xk(·, ε), ε)},


�	 	��%�� ����
�� ����� c�0 ∈ Rr � ������� �	��
�� �!
 ������%/�* ���+
����� ��3�0 $� �������% ' � ��*����
� ��������� ���� ,	 �����
��� �����
�����������  �� !
�	"

x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) +Xr(t)Q
−{J(z0(·, c�0)+

+�0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + �1(xk(·, ε), ε)}].

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

� ���������	 � ��
�����	 ����� ���������
�� ���	 �������	 ������ ���������
�� ��������

B0ck(ε) = −

⎡
⎢⎣

Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{�0x(1)

k (·, ε) + �1(xk(·, ε), ε)−

+R(xk(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ ,

����

� ��� � ��������
� k!� ���"�#���� ck(ε) �� c(ε). $��������
� 
�
��� ���� ��
��#���� ����� ���������� � �����
� �����������
� ���������� �����

PYB0

[
Φ
PYQd

]
= 0,

� �����
� ��������� % �����& PN(B0) = 0.
'��� (k + 1)!� ���"�#���� xk+1(t, ε) �� x(t, ε) ����(��
� � �� "���)

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . ,

�� x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0* x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε).

'���� �����* �"� �������	 ������ �+�* ��� �������� ��
����� �������,
������� �� ����� �����	� 
����� ��� �� 
���	������ ���	�� ��� � 	�����

	���� ���������� �����	� 
����� ���  � ��! 	!������� ���	! "� ��� #��$�
���������!� ��
	$�
��	 �%�& '��� ��� �����(� ������)� c0 = c�0 ∈ Rr� *�

���	������ #!#)��� ��	���� ��� ���������!� ���#)��) �%�� ��! 	!�������
���	

PN(B0) = 0, PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0 ��-�

�����	� 
����� ��� �� ��� ��!�!� ��
	$�
�� z(t, ε), ��!� �����!)� ���#)���
B1 �� t, �������	�!� �� ε � �+��)��)�#� � ���������!� ��
	$�
�� z(t, c�0) ��!
ε = 0& ,�� ��
	$�
�� ����� 
���)! 
� ������(�� 
+����(� �� [0, ε∗] ⊂ [0, ε0]
�)���-����(� ���-�#�

zk+1(t, ε) = z0(t, c
�
0) + xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε),

ck(ε) = −(B0)
−1
l

⎡
⎢⎣

Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{�0x(1)

k (·, ε) + �1(xk(·, ε), ε)−
+R(xk(·, ε), ·, ε)}

−�L−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]}

⎤
⎦ ,

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+,,) � -� ** ) . *



�� �� �� ���	�
���

x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) +Xr(t)Q
−{J(z0(·, c�0)+

+�0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + �1(xk(·, ε), ε)}],

,

x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0, x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) k = 0, 1, 2, . . . .

���������� 	
 ���� r = ν + d � rankB0 = r, �� �� �	�
��� B0 ����
���
���	 B−10 . ���� PN(B0) ≡ 0 �� �� �	������ PYB0

≡ 0. �	��� ������ ����� ����
	����	����� ���������� � � ���
	������� 	� �
���� ���
��� ! "	����
(B0)

−1
l ���� �	�
��� B−10 .
���������� �
 ���� r > ν + d, �� ����� � 
�"�#�"�� �
	���	 "	�	�	 �$��

��� �� �	�%
���������� �
 &������ �
	���� "	�	�� ��� ���� 
�"�#�"��' ���� "��(

�	���' ��)�
����	����' 
������ 
�" ������ � *+,� 	 ��� ��)�
����	����' �(
��� �" "��
��-���� "	.�"������ 	
 ������ � *!,%

�
�
 ������� ����� �������� ��������� ������ ���������
 ���� ����
	�
��� �����
����
 ����������� ������ ��� ����� �� ν+d < r� � ���� ������
�� ���� � !" ��������
 #����	� �����
��� ���$���� ������ �%"� � " ��
 ��&��	�
������� c0 = c�0 ∈ Rr, �� ���������
# ������ ����
�� ��
 �����&�'��( ����
����� � )" �&�� ���������� �������*��� ��� $�	� #��������

+�(�$ rank B0 = ν + d. ,� ������#� �� dim YB0 = 0, PYB0
= 0 � ���	��������

�-������ �����
 B−0 -��� ������'���� �����$ �-������$ ������ (B0)
−1
r .%)/�

0�� ��������� ���� PYB0
= 0 ���	� ����
��
 ����������� ������ � 1" -���

���&�� �����
��� � $�	� �����
��� �&�� ����������� � ��	�
��2

c(ε) = PNη(B0)ĉη − (B0)
−1
r

⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{(�0x(1)(·, ε)) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(t, ε), t, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]

⎤
⎦ ,

�� ĉη− ��������$ ������ �������� Rη, PNη(B0)− (r × η)������� �����
� 
��
�������� � η = r − (ν + d) ����$���������&��( �������� ��������� PN(B0).

3����'�� ������ ĉη = ĉ�η, �����#� ���� � ��&��� �����
���� ���	�	�
����
��
 ����������� ������ � 1"�

4��� ����� ��� ��������� ���� PYB0
= 0 ���������� ������ � 1" ��-���

��	�
��2
x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

cη(ε) = PNη(B0)ĉ
�
η − (B0)

−1
r

⎡
⎣ Φ{L0x

(1)(·, ε)+

PYQd
{�0x(1)(·, ε) + �1(x(·, ε), ε)−

+R(x(t, ε), t, ε)}

−�L−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]

⎤
⎦ ,

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



���������	�	
�	 ���
��	 ����	 ��� ����������� �	����� � � � ��

����

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+

+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c�0)+

+�0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + �1(x(·, ε), ε)}].

�� ��	
���
� ����	�� ����� ��	���� �� ����� ����	�� ��� 
�������� ����
���������� �	��� �
����� ��	
���� � !� �""!# $�	
������ �
��	� ��� ��%& ����	��
'���%���� ����(�)� �# *#+#

,�	
���
� ����	�� ���� ����� � ��	
���
� ����	�� ��-�� �
��	 ��� ��.
/�� �
������� ���������# 0� ������ ��� �
�(�(� 
���� ����	�� ��-�� �	
c(ε) ����)�%���� �����)�� � �
�(��� 
���� ��	
���
�& ����	�� ���� c(ε)
������%���� � ���� �������� ��� � ���� 1 2��������� � �
�(�� ����������
� ������ �
��� ��	
�����(� �
��	��#

3�� ��
���� � ��
��	����� �	�
	��#
������� �� ����� �����	� 
����� ��� �� 
���	������ ���	�� ��� � 	�����

	���� ���������� �����	� 
����� ���  � ��! 	!������� ���	! "� ��� #��$�
���������!� ��
	$�
��	 �%�& '��� ��� �����(� ������)� c0 = c�0 ∈ Rr, ��!�

���	������ #!#)��� ��	���� ��� ���������!� ���#)��) �%�� ��! 	!�������
���	!

PYB0
= 0

�����	� 
����� ��� �� ��� ��!������ ��!� ��
	$�
�� z(t, ε), ��!� �����!)�
���#)��� B1 �� t, �������	�!� �� ε � �*��)��)�#� � ���������!� ��
	$�
��
z(t, c�0) ��! ε = 0& +�� ��
	$�
�� ����� 
���)! 
� ������(�� 
*����(� ��
[0, ε∗] ⊂ [0, ε0] �)���,����(� ���,�#�-

zk+1(t, ε) = z0(t, c
�
0) + xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε),

ck(ε) = PNη(B0)ĉ
�
η − (B0)

−1
r

⎡
⎢⎣

Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{�0x(1)

k (·, ε)+

+R(xk(·, ε), ·, ε)}

+�1(xk(·, ε), ε)− �L−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]

⎤
⎦ ,

�� �

x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c�0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) + εXr(t)Q
−{J(z0(·, c�0)+

+�0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + �1(xk(·, ε), ε)}], . . . .

x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0, x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) k = 0, 1, 2,

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+��) � ,� ** ) - *



�� �� �� ���	�
���

���������� 	
 ���� rank B0 < min(r, ν + d), �� PN(B0) �= 0 �� PYB0
�= 0.

���	 
�� �������	 ���� PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0 ������ ������ ���� ��� ���� ����


�������	 ���� ��������� ���� ����������� �� ��
��� �! 	����"	��� � 
��#
"��� ��$��  ����� ���	��� 
���% ��������% �����"	 (B0)

−1
r ���� ��� �&�����#

�������� �����"� B−0 .
���������� �
 '��	��	 �����	 �����	 �&� ��!�� ��������� ������ ��#

������ ��(����"	�&���� �	���� ��� &����	 � )*+ �� ����� �� ĉ�η = 0,

����� ����������

�� -�&��� .,/, �������	� 
���� ������ ��������	� ���������� � ���
�������
���� ����� � ��� ��

�� /��������� 0,1,� 2��� 3,1, ������ ���!�	� "����	 �����
� ����#
����	� �����"� � ��� �� ��� ��$�� � �%� ��

%� 4����� 1,1, ������ ���!�	� "����	 �����
� ����!	� 
���� � ���!�
�� �� � "��� ���&� � �� ��

�� 4����� 1,1,� 5���&� 6,7,� 8����&���� 1,-, '���(����#������	�
�)������	 � ������!	 ����!	� 
����� � ���!� *
�#!� *� �+�,� ����� � %�& ��

�� 9:	;<=> ?,?,� @AB:	CDE>: ?,F, -./.01234.5 3/6.04. 78.019704 1/5 :0.5;72<
=7>/510?#612>. 807=2.<4� # @90.A;9B C7497/� DEF� �&&�� # %�$ 8�

�� 4����� 1,1,� 5���&� 6,7,� 8����&���� 1,-, G�����	� ������!	 ���#
�!	� 
���� ��H �") �I��	� ��JJ����K���I�	� �����" � 
�)�
�	!����" LL
M�JJ����K�  ��!����H� � ����� � N� %&� O �&� � P� ��$$���Q��

$� G���� 8,/, G�����	�  ��!����H ! ������!�" )���������!�� � ��� �� ���
�&$�� � �&� ��

Q� H�
��� 1,-, '�(�H 
���� ��  �����!���� �!�R���H� � ��� �������#

���� ���&� � �$� ��

�� H��� I,G,� 2��� 3,1, �����	 �����K�� � "�R���� S(��  ��!����H
GH) ��!� ! ������ ��������	� ���������� � ��T���!� U����K�� ��$�� � ��� ��

�&� 5���&� 6,7, �������� ��
��T�"���� � )������!����� ��T���� ��#
����	� n− (d−) ���"��I�	� �)�������	�  ��!����� ! ������!�" )���������!�
LL,�V� � �&�&� W N� ��� O�� � P� ��$ # �Q��

��� 4����� J,1,� '�������� K,6, X��������3�3��3 �����!3 
���3 ��H ��J�#
���K3��I��� �3!�H�I  �������" !�)���  ������!�" )������3 LL ���3�3��3
����!���H� � �&�&� � N� �%� O �� � P� �Q% � ����

������� ����������

����� ������ ������ ��� �! ����! ��"� �� ! # �


