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The article devoted substantiate method userednennja for two dimension autonomous systems in
impulse active in case, when point subject impulse active twice after period .
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, -�( ./ �� ����!���' ���!���������� !#���� ���� ��0����'*� � -1/ ���
������� ��"���%+ !��#%�����+ �����( ��� �&�"���� �� ������!

ẍ+ ω2x = εf(x, ẋ), x �= x0, 	��

% �%���"���� %!������%� �%+ �� ��&��
#��% ����
#��� x = x0� , -2/ �*������
 �"���� ������%��� ������� ���� ������ !#���� ��� ������� ���& �&% �

3������#!� ���� �� ����#!� 	�� � %!�������' �%"'

Δẋ |x=x0= (ẋ+ − ẋ−)|x=x0 =

{
εI0(ẋ−), x = x0, ẋ− > 0,

εI0(ẋ−), x = x0, ẋ− < 0,
	.�

�# ẋ−( ẋ+ 4 5 ������% ����� �� % �%��� �%+ !���" ��� %!������  %��� %���( ε 4
!���� ������%� ���!#�� 6���#!� 	��( 	.� !�
�� %��#�#�� ��� �� �& �����
����� 	��( �� ���� ��
#� �� �� ��&��
#��% ����
#��� x = x0 �%" !���" ��
%!�����( ���� �*%��5�" 5 ���%��� ��������� ��  #������ εI0(ẋ−) �� ẋ > 0 %
�!#�5�" 5 ���%��� ��������� ��  #������ εI0(ẋ−) �� ẋ < 0�

7������!�( 8� ����#!� 	��( 	.� !�" �#%������� �� )����( ����  !�!#��
t = 0 ���!�" ����#��� x(0) = x0( ẋ(0) > 0( �  !�!#�� t = t∗ 4 ����#���
x(t∗) = x0( ẋ(t

∗) < 0�
7������!� �##� ν ������� ���� ��� ������ �� )����� 9�!#��� τk %!�����

���+ �%+ ��� ��
���� ������ �� )����  ������'����  %���5#���!� ντ2k =2kπ(
ντ2k+1=νt

∗+2kπ( k = 1, 2, 3, ... � ������ 5 ������% Δẋ  �% !�!#��� 4 % �����!�

Δẋ =

{
εI0, ẋ− > 0,
εI0, ẋ− < 0.

: �#%��������% �� )����  ���� �"( 8�  #������ I0, I0 " �����!� ��  �%&
ντi( i = 1, 2, 3, . . .� ;���! ����!( �#%������� �� )���� ����#!� 	��( 	.� �����
 �����" % �����

ẍ+ ω2x = εf(x, ẋ), νt �= 2kπ, νt �= νt∗ + 2kπ, 	1�

% �!� �

Δẋ =

{
εI0, νt = 2kπ,

εI0, νt = νt∗ + 2kπ,
	2�
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 �
�� ����� ������� ���� ��� ��� ��� ����� ν � t0 ����
���
 �� �
!"#�!� ! ����
�
� 2π "���
��
 νt� $ �"���
� �� �
!"#�!� � �
!"#�!���
������� �%�� �&�� �'


x(0)=x0, I
0=I(ẋ−), x(2kπν − 0)=x0, ẋ−= ẋ(2kπν − 0) > 0, ẋ+(0) > 0,

x(t∗)=x0, I0=I(ẋ−), x(t∗+ 2kπ
ν
)=x0, ẋ−= ẋ(t∗+ 2kπ

ν
) < 0, ẋ+(t

∗) < 0.
�(�
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!"#�!� ������� �%�� �&�� ��� �
����
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 !����� ��� ����
�� �� �
!"#�!� ������� ���� ��� ����
�� 2π "���
��
 νt
� "������ ��������� ν � t0� t

∗� �� � !��
"
�*���� ���""���
	���� �(�� +���
�
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 ������� ��� 	�������
 !� ��
"�� '
  ���
�� ����
�� ���
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!"�#!�" ������� �%�� �&� ���!*� �
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�� "������ 
��"��* ������� �%��
�
��
 ν ≈ ω�

+������"��
 ν � "������
ν2 = ω2 + εΔ̄, �,�

�� �̄ - ���� ������ �� �
�����
 "�!�� ���� .������ ���� ��� !���	��
 � "������

ẍ+ ν2x = ε
[�̄x+ f(x, ẋ)

]
, νt �= 2kπ, νt �= νt∗ + 2kπ, �/�

Δẋ =

{
εI0, νt = 2kπ,

εI0, νt = νt∗ + 2kπ.
�0�

1�
����
"�2 � 3
�����!� �!����*����� 3������ "�� ������� �/�� �0� ���
������
 �
 ��"�����

ẍ+ ν2x = ε
[�̄x+ f(x, ẋ)

]
+ εI0

+∞∑
k=−∞

δ

(
t− 2kπ

ν

)
+ εI0

+∞∑
k=−∞

δ

(
t− t∗ − 2kπ

ν

)
,

� "�� �*
�
� "���
"�2 � "�����"
��� ���*���3����4 - �
 ��"�����

ẍ+ν2x=ε
[�̄x+f(x, ẋ)]+εI0ν

π

(
1

2
+

∞∑
k=1

cos kνt

)
+ε

I0ν

π

(
1

2
+

∞∑
k=1

cos kν(t−t∗)
)
. �5�

6 ������� �5� "�
����
 !����� !������

x = ε
I0

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kνt

k2 − 1

)
+ ε

I0
πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kν(t− t∗)
k2 − 1

)
+ z. �%7�

)
��� "���
��
 z 
�������
 !"� ���� ��3��������*�� ��"�����

z̈+ν2z=ε
[�̄z+f(z+εI0ϕ(νt)+εI0ϕ(ν(t−t∗)), ż+εI0ϕ̇(νt)+εI0ϕ̇(ν(t−t∗)))+

+ε�̄I0ϕ(νt) + ε�̄I0ϕ(ν(t− t∗))
]
+ εI0ν

π
cos νt+ εI0ν

π
cos ν(t− t∗),

�%%�

� �
�� ""����
 �������� �
!�� ����

ϕ(νt) =
1

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kνt

k2 − 1

)
, ϕν(t− t∗) =

1

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kν(t− t∗)
k2 − 1

)
.
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�

z(0)=x0−εI0ϕ(0)−εI0ϕ(νt∗), I0=I(ż(0))−εI0ϕ̇(νt∗), z(0)>εI0ϕ(νt∗),
z(t∗)=x0−εI0ϕ(νt∗)−εI0ϕ(0), I0=I(ż(t∗))+εI0ϕ̇(νt∗), z(t∗)<−εI0ϕ̇(νt∗).

���

����� ������ ��� ����� �� ���!�� �	�������� ����"
��� z(t) ����
��
 ���
�	����� 2π �������� νt� 
�� ���������
��  ����� ���# $� ���!�� %� ����� �
������&�� � ���� ��� ������ ������'

z = a cosψ, ż = −aν sinψ, ψ = νt+ θ, ��(

�	 a = a(t), θ = θ(t)#
)�������� ���!�	�� �� ��������� ����	�� ��*	�	�%������' ����
��+

da
dt

= − ε
ν

[�̄a cosψ + f(a cosψ + εI0ϕ(νt) + εI0ϕ(ν(t− t∗)),−aν sinψ+
+εI0ϕ̇(νt)) + + εI0ϕ(ν(t− t∗)) + ε�̄I0ϕ(νt) + ε�̄I0ϕ(ν(t− t∗))

]
sinψ−

− εI0

π
cos νt sinψ − εI0

π
cos ν(t− t∗) sinψ,

dθ
dt

= − ε
aν

[�̄a cosψ + f(a cosψ + εI0ϕ(νt) + εI0ϕ(ν(t− t∗)),−aν sinψ+
+εI0ϕ̇(νt)) + εI0ϕ̇(ν(t− t∗)) + ε�̄I0ϕ(νt) + ε�̄I0ϕ(ν(t− t∗))

]
cosψ−

− εI0
aπ

cos ν(t− t∗) cosψ.

��,

-�� %���� ����� ��� ��
 ������' a, θ �������� ����
�

a0 cos θ0=x0−εI0ϕ(0)−εI0ϕ(νt∗), I0 = I(−a0ν sin θ0−εI0ϕ̇(νt∗)),
−a0ν sin θ0>εI0ϕ̇(νt∗),

a∗ cos(νt∗+θ0)=x0−εI0ϕ(νt∗)−εI0ϕ(0), I0=I(−a∗ν sin(νt∗+θ∗)+εI0ϕ̇(νt∗)),
−a∗ν sin(νt∗+θ∗)<−εI0ϕ̇(νt∗).

���

-���������� .� *���%�
 f(x, ẋ) � � �����

ν2α2 ≤ ν2x2 + y2 ≤ β2ν2,

���������
& ����� /����%
 �������� x, ẋ# ���� ����	�� ��, & ��� ����' ε � 0
����	��1 T = 2π

ν
2�3 � �����4��

0 < α ≤ a ≤ β. ��5

#
6����� 2�3  ���0
�� ��������
 ����� ����� ��5 ��& Δ 0 ����� � %
 �����

�������&���
 � �������1 �� �	����� ������� ���
��� ������� � ����	��

Δ1 = − ε
ν
A(a0)− εI0

2π
sin θ0 − εI0

2π
sin(νt∗ + θ0) + ε2 . . . ,

Δ2 = − εΔ̄
2ν
− ε

a0ν
B(a0)− εI0

2a0π
cosθ0 − εI0

2a0π
cos(νt∗ + θ0) + ε2 . . . ,

����� ������ ������ ������ ����� ���� �� � � �
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�����

��
A(a) = 1

2π

∫ 2π

0
f(a cosψ,−aν sinψ) sinψdψ,

B(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a cosψ,−aν sinψ) cosψdψ. ����

��	 
���� ��������� �	���	 ���� � ������	��	 � ������� 2π �������� νt�
���� a0 � θ0 ���������� �� ���	

− ε
ν
A(a0)− εI0

2π
sin θ0 − εI0

2π
sin(νt∗ + θ0) + ε2 . . . = 0, ��!�

−ε�̄
2ν
− ε

a0ν
B(a0)− εI0

2a0π
cosθ0 − εI0

2a0π
cos(νt∗ + θ0) + ε2 . . . = 0. ��"�

#���$ ��%�� ������	& ������	��	& ��������� � %���	
� �������������

an(t) = a0 − ε
ν

∫ t

0
[F1(t, an−1(t), θn−1(t), ε)− F1(t, an−1(t), θn−1(t), ε)]dt,

θn(t) = θ0 − ε
ν

∫ t

0
[F2(t, an−1(t), θn−1(t), ε)− F2(t, an−1(t), θn−1(t), ε)]dt.

�'(�

�� − ε
ν
F1(t, a, θ) � − ε

ν
F2(t, a, θ) ����		 ����	��	� ����������� ���$�%� � ���%�%�

������� �	���	 �����

F (t) =
1

T

∫ T

0

F (t)dt, T =
2π

ν
, n = 1, 2, . . . .

)������ ��	 n = 1 � �'(� ���*��	� � ������� �� ���	�	� ������� ε2

a(t)=a0− εΔ̄
ν2
a0

cos 2θ0−cos 2(νt+θ0)
4

− ε
ν2

∫ νt+θ0
θ0

f(a cosψ,−aν sinψ) sinψdψ−

−εI0

πν
cos θ0−cos(2νt+θ0)

4
− εI0

πν
cos(νt∗−θ0)−cos(2νt+θ0−νt∗)

4
,

θ(t)=θ0− εΔ̄
ν2
a0

sin 2(νt+θ0)−sin 2θ0
4

− ε
a0ν2

∫ νt+θ0
θ0

f(a cosψ,−aν sinψ) cosψdψ−

− εI0

a0πν
sin(2νt+θ0)−sin θ0

4
− εI0

a0πν
sin(2νt+θ0−νt∗)+sin(νt∗−θ0)

4
.

�'��

+������	 Δ , � ���������� -���
�� ��� a0� θ0� ��������� I
0� I0� Δ̄� ε �

����������� ���� .��$	
� �������� a0� θ0� I
0� I0� �̄� ε� �� ��������� ��������

��"� ���/�	 �/� 0��	 �����������	& � �	%����

Δ̄ = Δ̄(a0, θ0, I
0, I0, ε), �''�

��	��� -���
�� Δ̄ ���������� �� ���������� ���* ���1* ����	* � �0����� 1*
���	 � ����������� � 
�& �0����� ���� .��$	
� �������� a0� θ0� I

0� I0� ε2 ) ��"�
�	���� �� � ������� �� ���	�	� ������� ε ���

Δ̄(a0, θ0, I
0, I0, ε)=Δ̄(a0, θ0, I

0, I0, 0)=−2B(a0)

a0
−ωI

0

a0π
cos θ0−ωI0

a0π
cos(νt∗+θ0). �'3�

) ������� �� ε � ��!� ���	��� ���������$���� ��� ��������	* �������
������	��	* ���������� �	���	 ���� ��� �	����� ���� ������� 

A(a0) +
ωI0

2π
sin θ0 +

ωI0
2π

sin(νt∗ + θ0) = 0. �'��

���� ������ 
������ ������ ����� ���� �� � � �
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�������� ������� ������� � ���� �� ������� 	�
�����
���� 
������� ������� ����� 	�������� ������� ���� ��������� �� �	������
������� ��!�" #��$ ��� ����$����� %�� ������ ��������� 
������� ������$
�	����������� ��!�� ��&�"

�������� a0 '�
����� � ���
��� ��(�� ��  ��!� ��	������ )�

cos θ0 =
x0−εI0ϕ(0)−εI0ϕ(νt∗)

a0
, sin θ0 = −

√
1−

(
x0−εI0ϕ(0)−εI0ϕ(νt∗)

a0

)2
,

cos(νt∗+θ0)=
x0−εI0ϕ(νt∗)−εI0ϕ(0)

a0
, sin(νt∗+θ0)=

√
1−
(

x0−εI0ϕ(νt∗)−εI0ϕ(0)
a0

)2
.

��!�

�� 	
� ����� ε  $
��$������ ��!�� ��
�������  ��!� �����$�� ��*���

ν
√
a20 − (x0 − εI0ϕ(0)− εI0ϕ(νt∗))2 > εI0ϕ̇(νt

∗),

−ν√a20 − (x0 − εI0ϕ(νt∗)− εI0ϕ(0))2 < −εI0ϕ̇(νt∗).

+��������� ��!� � �	������������ ��� ���������  ��!�� ���,� �� )�
|x0| < a� ��
������ ������ ��!� �	������������ ��!� � 
�������

I0 = I(ν
√
a20 − (x0 − εI0ϕ(0)− εI0ϕ(νt∗))2)− εI0ϕ̇(νt

∗),

I0 = I(−ν√a20 − (x0 − εI0ϕ(νt∗)− εI0ϕ(0))2) + εI0ϕ̇(νt∗).
��(�

-���. /$��%�� I(ẋ) ���������� $���$ 0�	��%� �� ���
��$ 0 ≤ ẋ ≤ νβ�
���� 	
� ����� ε ���
,$���

I0 = I0(a0, ε),

I0 = I0(a0, ε).
��1�

	
����$ /$��%�2 I0(a0, ε)� I0(a0, ε) ����, ��������� �� $���$ 0�	��%� 	� a0�
ε" 3 ��(� ������ )�  ������� �� �������� 	�
���$ ε

I0(a0, ε) = I0(a0, 0) = I(ω
√
a20 − x20),

I0(a0, ε) = I0(a0, 0) = I(−ω
√
a20 − x20).

��&�

��,�� ������$ �	����������� ��!�� ��&�� ���� �� ���� �� ������� ��&�� �����
��!�� ��1�"

+��������� ��1� � ��!�� ��
���� θ0 ��
� a0 � 	���� ��1� � ��!� 4 � ����� ���

���� Δ̄ ��
� a0" +���$	� �� �����*�����  $
��$������ �(�� ��&�� ��
������
��
�

A(a0)− I(ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 +

I(−ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 + ε . . . . ��5�

�������� ���� ������� ��1� ��	�
�
��� �������� a0� ε� �� ��
� ��5� ��� 	
�
����� ε 
������� ��)� /$��%��

D(a0) = A(a0)− I(ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 +

I(−ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20, �67�

����� ������ ������ ������ ����� ���� �� � � �



��� �� �� ���	
�
��

������ �� 	�
�����	 α < a0 < β ������� �	��� ���	� ���� ��	� 
���� �������
���
��� ���� ����������� �� ε  
���	�
 !� ������� ����!�" δ(ε)� !� δ(ε)→ 0
��� ε→ 0� 	 ������ 
#�� ��������� �	������

D(a0) = 0. �$%�

&
'�� !�� �(�������� 	��"����� ���	�!����� ������	� ���
��� �%�� ���� !�)
�
�
�#�� *�( �	������ �$%� ���� �������� ���� ����'�� (� �	!�	�" |x0| <
α < a0 ≤ β ���� 	 !����� ���+� ρ ) ������� 	 *�( ,�� ������� �� ("� 
���� 
���
���"�" -"��,	+ D(a0)�

.�����" �� -���"�� ���� ��$�� ��/�� ��0� �
����1�� ������� !�� ���
�
�
���	�!������ ������"

ν=ω+
1

2

εΔ̄

ω
+ε2+. . .=ω−ε

(
B(a0)

a0ω
− I(ω

√
a20−x20)x0
2πa20

− I(−ω
√
a20−x20)x0

2πa20

)
. �$��

&
'�� �	!�� ��	� �%2�� �%$�� ���	�!���	 ������� ���
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α2 ≤ x2 +
ẋ2

ω2
≤ β2, !� |x0| < α ≤ β, α, β = 89:;<.
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