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АЛГОРИТМ ВIДШУКАННЯ МАКСИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ
ДОВIЛЬНОЇ ЛОГАРИФМIЧНО ВГНУТОЇ ФУНКЦIЇ ДВОХ
ДIЙСНИХ ЗМIННИХ

The method of finding of the extremum of the arbitrary strict logarithmic concave function of
two real variables is suggested. The method is based on the use of the apparatus of non-classical
Newtonian majorant and diagrams functions which are given discretely.

Пропонується метод вiдшукання екстремуму довiльної строго логарифмiчно вгнутої функцiї
двох дiйсних змiнних, в основi якого лежить використання апарату некласичних мажорант i
дiаграм Ньютона функцiй, заданих таблично.

При розв’язаннi рiзних класiв прикладних задач i задач в самiй матема-
тицi нерiдко доводиться мати справу з вiдшуканням екстремуму негладких i
розривних функцiй. Такi ситуацiї зустрiчаються, наприклад, в теорiї апрокси-
мацiї, при розв’язуваннi окремих задач дослiдження операцiй, в застосуваннi
теорiї керування рухом динамiчних систем тощо. Тому великий iнтерес стано-
вить розробка чисельних методiв вiдшукання абсолютного екстремуму як до-
вiльних неперервно-диференцiйовних, так i довiльних негладких i розривних
функцiй.

Нами розглядається пiдхiд до побудови чисельних методiв вiдшукання абсо-
лютного екстремуму довiльних негладких i розривних функцiй, в основi якого
лежить використання апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньютона фун-
кцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично [1]. В [2] такий метод побудовано
для функцiї однiєї дiйсної змiнної, в [3] - для функцiй двох дiйсних змiнних. В
роботi розглядається побудова алгоритму методу у випадку довiльних строго
логарифмiчно вгнутих функцiй. Такий алгоритм становить самостiйний iнте-
рес, адже вiн є значно простiший, нiж в загальному випадку, i не є частковим
випадком загального. Це випливає iз того, що всi iндекси дiаграми Ньютона,
побудованої для строго логарифмiчно вгнутої функцiї f(x) на дискретнiй мно-
жинi точок, є вершинними.

Розглянемо довiльну строго логарифмiчно вгнуту функцiю f (x, y), яка ви-
значена в областi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Вважатимемо, що f (x, y) > 0
для всiх (x, y) ∈ D. Якщо ж ця умова не виконується, то можемо розглядати
функцiю f (x, y) + C таку, що f (x, y) + C > 0 для всiх (x, y) ∈ D.

Задача полягає в побудовi алгоритму для вiдшукання максимального зна-
чення функцiї f (x, y) в цiй областi.

В областi D вибираємо деяке початкове наближення
(
x(0), y(0)

)
екстремаль-

ної точки i розглядаємо f
(
x, y(0)

)
як функцiю однiєї змiнної x. На промiжку

[a, b] вибираємо систему точок

xk = a + kh1, k = 0, 1, . . . , n, h1 = (b− a) /n,

i знаходимо значення функцiї f
(
x, y(0)

)
в цих точках. Нехай f

(
xk, y

(0)
)

= ak,
k = 0, 1, . . . , n.
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Оскiльки f (x, y) - строго логарифмiчно вгнута функцiя в областi
D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, то всi iндекси дiаграми Ньютона, побудованої для
функцiї f

(
x, y(0)

)
за її значенням в точках xk (k = 0, 1, . . . , n), будуть вершин-

ними, а числовi нахили дiаграми Ньютона визначатимуться за формулою

Rk (x) =

(
ak−1

ak

) 1
h1

, k = 1, 2, . . . , n, R0 (x) = 0.

Зауважимо, що Rk (x) не є функцiєю вiд змiнної x. Змiнна x вказує тiльки
напрям нахилу по вiдповiднiй осi.

У цьому випадку R0 (x) < R1 (x) < R2 (x) < . . . < Rn (x) . Вiдхилення Dk (x)
дiаграми Ньютона задовольнятимуть умову Dk (x) > 1, k = 1, 2, . . . , n − 1,
D0 (x) = Dn (x) = ∞.

Для вiдшукання з заданою точнiстю h1 точки максимуму функцiї f
(
x, y(0)

)
поступаємо так. Визначаємо спочатку R1 (x) . Якщо R1 (x) ≥ 1, то за точку
максимуму функцiї приймаємо x0. Якщо R1 (x) < 1, то визначаємо Rn (x) .
При Rn (x) ≤ 1 за точку максимуму функцiї приймаємо xn. Припустимо, що
R1 (x) < 1, Rn (x) > 1. Тодi серед точок x0, x1, . . . , xn вибираємо середню. Нехай
такою точкою буде xm. Визначаємо

Rm (x) =

(
am−1

am

) 1
h1

, Rm+1 (x) =

(
am

am+1

) 1
h1

.

Тодi можливi такi випадки:
1)Rm (x) ≤ 1, Rm+1 (x) ≥ 1 (Rm (x) 6= Rm+1 (x)) ;
2)Rm (x) > 1;
3)Rm+1 (x) < 1.
У першому випадку за точку максимуму функцiї приймаємо xm; у другому

шукаємо найменше значення iндексу ν, для якого Rm−ν (x) ≤ 1. Якщо таким
значенням є ν = p, то за точку максимуму функцiї приймаємо xm−p. У третьому
випадку шукаємо найменше значення iндексу ν, для якого Rm+ν (x) ≥ 1. Якщо
таким значенням є ν = q, то за точку максимуму функцiї приймаємо xm+q.

Припустимо, що ми знайшли точку, в якiй функцiя f
(
x, y(0)

)
iз заданою

точнiстю h1 набуває найбiльшого значення. Нехай цiєю точкою буде точка x(1).
Зафiксовуємо цю точку i розглядаємо f

(
x(1), y

)
як функцiю однiєї змiнної y.

На промiжку [c; d] вибираємо систему точок

yk = c + kh2, k = 0, 1, . . . , r, h2 = (d− c) /r,

i знаходимо значення функцiї f
(
x(1), y

)
в цих точках. Нехай f

(
x(1), yk

)
= bk,

k = 0, 1, . . . , r. Оскiльки функцiя f (x, y) є строго логарифмiчно вгнутою в обла-
стi D, то всi iндекси дiаграми Ньютона, побудованої для функцiї f

(
x(1), y

)
за

її значенням в точках yk (k = 0, 1, . . . , r) будуть вершинними, а числовi нахили
дiаграми Ньютона визначатимуться за формулою

Rk (y) =

(
bk−1

bk

) 1
h2

, k = 1, 2, . . . , r, R0 (y) = 0.

У цьому випадку R0 (y) < R1 (y) < R2 (y) < . . . < Rr (y) . Вiдхилення Dk (y)
дiаграми Ньютона задовольнятимуть умову Dk (y) > 1, k = 1, 2, . . . , r − 1,
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D0 (y) = Dr (y) = ∞. Враховуючи властивiсть дiаграми Ньютона у випадку
логарифмiчно вгнутої функцiї, для вiдшукання з заданою точнiстю h2 точки ма-
ксимуму функцiї f

(
x(1), y

)
поступаємо так. Визначаємо спочатку R1 (y) . Якщо

R1 (y) ≥ 1, то за точку максимуму функцiї приймаємо y0. Якщо R1 (y) < 1, то
визначаємо Rr (y) . При Rr (y) ≤ 1 за точку максимуму функцiї приймаємо yr.
Припустимо, що R1 (y) < 1, Rr (y) > 1. Тодi серед точок y0, y1, . . . , yr вибираємо
середню. Нехай такою точкою буде ym. Визначаємо

Rm (y) =

(
bm−1

bm

) 1
h2

, Rm+1 (y) =

(
bm

bm+1

) 1
h2

.

Тодi можливi такi випадки:
1)Rm (y) ≤ 1, Rm+1 (y) ≥ 1 (Rm (y) 6= Rm+1 (y)) ;
2)Rm (y) > 1;
3)Rm+1 (y) < 1.
У першому випадку за точку максимуму функцiї приймаємо ym; у другому

шукаємо найменше значення iндексу ν, для якого Rm−ν (y) ≤ 1. Якщо таким
значенням є ν = p, то за точку максимуму функцiї приймаємо ym−p. У третьому
випадку шукаємо найменше значення iндексу ν, для якого Rm+ν (y) ≥ 1. Якщо
таким значенням є ν = q, то за точку максимуму функцiї приймаємо ym+q. Не-
хай функцiя f

(
x(1), y

)
iз заданою точнiстю h2 приймає найбiльше значення в

точцi y(1). Зафiксовуємо цю точку. Аналогiчно шукаємо точку x(2) в якiй фун-
кцiя f

(
x, y(1)

)
iз заданою точнiстю на вiдповiднiй дискретнiй множинi точок

набуває найбiльшого значення.
В процесi виконання алгоритму одержуємо послiдовнiсть точок

(
x(0), y(0)

)
,
(
x(1), y(1)

)
,
(
x(2), y(2)

)
, . . .

Робота алгоритму продовжується доти, доки не буде знайдена точка
(
x(s), y(s)

)
така, що x = x(s) є з заданою точнiстю точкою максимуму функцiї f

(
x, y(s−1)

)
,

а y = y(s) з заданою точнiстю є точкою максимуму функцiї f
(
x(s), y

)
на вiдпо-

вiдних дискретних множинах точок. Тодi точку
(
x(s), y(s)

)
приймаємо за точку

в якiй досягається максимум функцiї f (x, y). Якщо max
(x,y)∈D

f (x, y) = f (α, β), то

∣∣x(s) − α
∣∣ < h1,

∣∣y(s) − β
∣∣ < h2.

Щоб з бiльшою точнiстю знайти точку в якiй функцiя досягає свого най-
бiльшого значення потрiбно цей же алгоритм застосувати до функцiї f (x, y),
але за область D взяти область

D(1) =
{
x(s) − h1 < x < x(s) + h1, y(s) − h2 < y < y(s) + h2

}
.

Якщо область D є всiєю площиною, тобто D = {−∞ ≤ x ≤ ∞, −∞ ≤ y ≤ ∞},
i функцiя f (x, y) є обмеженою зверху, то за початкове наближення вибираємо
довiльну точку

(
x(0), y(0)

)
i визначаємо послiдовнiсть точок

(
x(0), y(0)

)
,
(
x(1), y(1)

)
,
(
x(2), y(2)

)
, . . . ,
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яка iз заданою точнiстю збiгається до екстремальної точки. Перехiд вiд точки(
x(i), y(i)

)
до точки

(
x(i+1), y(i+1)

)
вiдбувається так.

Знаходимо точку x(i+1), в якiй функцiя f
(
x, y(i)

)
з заданою точнiстю h1 на

дискретнiй множинi точок x(i) + kh1, k = 0,±1,±2, . . . набуває найбiльшого
значення. Пiсля цього шукаємо точку y(i+1), в якiй функцiя f

(
x(i+1), y

)
з зада-

ною точнiстю h2 набуває найбiльшого значення на дискретнiй множинi точок
y(i) +kh2, k = 0,±1,±2, . . .. Спосiб вiдшукання точок x(i+1) i y(i+1), в яких вiдпо-
вiдно функцiї f

(
x, y(i)

)
i f

(
x(i+1), y

)
приймають найбiльше значення випливає

з теореми 4 [1].

Приклад 1. Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї

f (x, y) = 100 · y2 + 0, 01 · |x + 10| .

Графiк цiєї функцiї зображений на мал.1.
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Рис. 1

Для вiдшукання мiнiмуму даної функцiї будемо шукати максимум функцiї

−f (x, y) + 100000,

оскiльки −f (x, y) + 100000 > 0 в областi D = {−20 ≤ x ≤ 20,−20 ≤ y ≤ 20}.
Нехай h1 = h2 = 0, 1, виберемо за початкове наближення точку (−20;−20).
Застосувавши описаний алгоритм, знаходимо точку (−10; 0), в якiй досяга-
ється мiнiмуму функцiї f (x, y), а значення функцiї в цiй точцi становить
f (x, y) = 0.

Приклад 2. Знайдемо мiнiмум функцiї Бiля

f (x, y) = (1, 5− x (1− y))2 +
(
2, 25− x

(
1− y2

))2
+

(
2, 625− x

(
1− y3

))2
.

Графiк цiєї функцiї зображений на мал.2.
Для вiдшукання мiнiмуму даної функцiї будемо шукати максимум функцiї

−f (x, y) + 100000,

оскiльки −f (x, y) + 100000 > 0 в областi D = {−5 ≤ x ≤ 55,−5 ≤ y ≤ 55} .
Нехай h1 = h2 = 0, 1, виберемо за початкове наближення точку (−1;−1).
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Рис. 2

Будуємо послiдовнiсть точок, яка збiгається до оптимальної, в результа-
тi чого одержуємо точку (2, 5; 0, 3). Уточнимо одержану точку в областi
D = {2 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ 3} з кроком h1 = h2 = 0, 01. За 11 iтерацiй одержуємо
точку (2, 9; 0, 47).

Уточнивши одержану точку в областi D = {2, 8 ≤ x ≤ 3, 4; 0, 3 ≤ y ≤ 0, 9}
з кроком h1 = h2 = 0, 001, за 10 iтерацiй одержуємо точку (3; 0, 5), в якiй
досягається мiнiмум функцiї f (x, y), а значення функцiї в цiй точцi рiвно
f (x, y) = 0

Висновок. Побудовано алгоритм вiдшукання екстремуму довiльної стро-
го логарифмiчно вгнутої (строго логарифмiчно опуклої) функцiї двох дiйсних
змiнних. Збiжнiсть алгоритму не залежить вiд вибору початкового наближе-
ння. Ефективнiсть алгоритму проiлюстровано на прикладах. Алгоритм може
бути узагальнений на випадок функцiй багатьох дiйсних змiнних.
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