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ПРО ДИКI СКIНЧЕННI 2-ГРУПИ НАД ЛОКАЛЬНИМИ
ОБЛАСТЯМИ ЦIЛIСНОСТI ХАРАКТЕРИСТИКИ НУЛЬ

It is making up clear, when the problem of the description of non-equivalent matrix representations
of a cyclic 2-group H of order |H| > 2 over a noetherian local integral domain of characteristic
zero residue class field of characteristic 2 is wild.

Виясняється, коли задача описання нееквiвалентних матричних зображень циклiчної 2-групи
H порядку |H| > 2 над нетеровою локальною областю цiлiсностi характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики 2 є дикою.

Скiнченна група G називається дикою над комутативним кiльцем R з одини-
цею, якщо описання нееквiвалентних матричних R-зображень групи G включає
задачу про класифiкацiю з точнiстю до подiбностi пар n × n-матриць над де-
яким полем (n — довiльне натуральне число). Задача про дикiсть скiнченної
p-групи G над локальною областю цiлiсностi R характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики p розв’язана в таких випадках:

1) R — кiльце цiлих p-адичних чисел [1, 2];
2) R — повне дискретно нормоване кiльце [1–5];
3) R — кiльце формальних степеневих рядiв вiд m змiнних з коефiцiєнтами

з кiльця цiлих P -адичних чисел [6, 7];
4) локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв хара-

ктеристики p (ε ∈ R, εp = 1, ε 6= 1) i виконується одна iз таких умов:
a) p > 3;
б) G — 3-група порядку |G| > 3;
в) R — нетерова локальна область цiлiсностi характеристики нуль з по-

лем лишкiв характеристики 2, G — нециклiчна 2-група або циклiчна 2-група
порядку |G| > 4 [8];

г) R — локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем ли-
шкiв характеристики 2, G — 2-група порядку |G| > 2 [9].

В данiй роботi дослiджується дикiсть скiнченної циклiчної 2-групи над не-
теровою локальною областю цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв
характеристики 2.

Лема 1 ( [8]). Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G|, K — нетерова
локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характе-
ристики 2 i W — максимальний iдеал кiльця K. Нециклiчна група G не є дикою
над кiльцем K тодi i тiльки тодi, коли |G| = 4 i W = 2K. Циклiчна група G
порядку |G| > 4 не є дикою над кiльцем K тодi i тiльки тодi, коли |G| = 8 i
W = 2K.

Лема 2 ( [9]). Нехай H = 〈a〉 — циклiчна 2-група порядку 4 i K — локальна
область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 2 i
V — максимальний iдеал кiльця K, t ∈ V i t2 /∈ 2K. Тодi група G є дикою над
кiльцем K.
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Лема 3. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна 2-група порядку 4 i K — нетерова ло-
кальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характери-
стики 2 i K/2K — не є кiльцем головних iдеалiв. Група H є дикою над кiльцем
K.

Доведення. Нехай K = K/2K. Тодi iснує такий неголовний iдеал I кiльця
K, що I = 〈u, v〉, де u /∈ vK, v /∈ uK, u = u + 2K, v = v + 2K. Звiдси випливає,
що u /∈ vK + 2K i v /∈ uK + 2K, тобто для будь-яких b i c iз кiльця K, якi
задовольняють умовi bu + cv = 2k (k ∈ K), виконується: b ≡ c ≡ 0(mod V ), де
V = Rad K.

Вiдображення Γ(A, B) наступного вигляду є K-зображенням групи H:

Γ(A,B) : a −→




0 −E 0 0 vE 0 A B
E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −E 0 uE E 0
0 0 E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −E 0 uE 0
0 0 0 0 0 −E 0 vE
0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 E




= Γa(A,B),

де E — одинична матриця порядку n, A i B — довiльнi n×n-матрицi над кiльцем
K. Матрицю Γa(A,B) зобразимо у виглядi:

Γa(A,B)=




E ⊗ ĩ 0 D1 0 D2(A) D3(B)

0 E ⊗ ĩ 0 D′
1 D4 0

0 0 −E 0 uE 0
0 0 0 −E 0 vE
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E




=




T0 T1 T3(A,B)
0 −E1 T2

0 0 E1


 ,

де

ĩ =

(
0 −1
1 0

)
, E ⊗ ĩ =

(
0 −E
E 0

)
, E1 =

(
E 0
0 E

)
,

D1 =

(
vE

0

)
, D′

1 =

(
uE

0

)
, D2(A) =

(
A

0

)
, D3(B) =

(
B

0

)
, D4 =

(
E

0

)
,

T0 =

(
E ⊗ ĩ 0

0 E ⊗ ĩ

)
, T1 =

(
D1 0
0 D′

1

)
, T2 =

(
uE 0
0 vE

)
, T3(A,B)=

(
D2(A) D3(B)
D4 0

)
.

Нехай зображення Γ(A,B) i Γ(A′, B′) K-еквiвалентнi, тобто iснує така ма-
триця C ∈ GL(8n,K), що

Γa(A,B)C = CΓa(A
′, B′). (1)

Очевидно, C — оборотна матриця вигляду:

C =




C1 C2 C3

0 C4 C5

0 0 C6


 ,
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де C1 — матриця порядку 4n, C4 i C6 — матрицi порядку 2n (n — довiльне
натуральне число).

Матрицi Ci(i = 1, 6) зобразимо у виглядi:

C1 =

(
C ′

1 C ′′
1

C ′′′
1 CIV

1

)
, C ′

1 =

(
C11 C12

C21 C22

)
, C ′′

1 =

(
C13 C14

C23 C24

)
, C ′′′

1 =

(
C31 C32

C41 C42

)
,

CIV
1 =

(
C33 C34

C43 C44

)
, C2 =

(
C ′

2

C ′′
2

)
, C ′

2 =

(
C15 C16

C25 C26

)
, C ′′

2 =

(
C35 C36

C45 C46

)
,

C3 =

(
C ′

3

C ′′
3

)
, C ′

3 =

(
C17 C18

C27 C28

)
, C ′′

3 =

(
C37 C38

C47 C48

)
,

C4 =

(
C55 C56

C65 C66

)
, C5 =

(
C57 C58

C67 C68

)
, C6 =

(
C77 C78

C87 C88

)
,

де Cij — n× n-матрицi над кiльцем K.
Запишемо (1) у виглядi:




T0 T1 T3(A,B)
0 −E1 T2

0 0 E1







C1 C2 C3

0 C4 C5

0 0 C6


=




C1 C2 C3

0 C4 C5

0 0 C6







T0 T1 T3(A
′, B′)

0 −E1 T2

0 0 E1


.

Звiдси одержимо:
T0C1 = C1T0, (2)

T0C2 = −T1C4 + C1T1 − C2, (3)

T0C3 + T1C5 = −T3(A,B)C6 + C1T3(A
′, B′) + C2T2 + C3, (4)

−C5 + T2C6 = C4T2 + C5. (5)

Запишемо (5) у виглядi:
(

uE 0
0 vE

) (
C77 C78

C87 C88

)
=

(
C55 C56

C65 C66

)(
uE 0
0 vE

)
+ 2

(
C57 C58

C67 C68

)
.

Звiдси отримаємо: 



uC77 = uC55 + 2C57,
uC78 = vC56 + 2C57,

vC87 = uC65 + 2C67,

vC88 = vC66 + 2C68.

З останньої системи матимемо:




C77 ≡ C55(modV ),
C88 ≡ C66(modV ),

C56 ≡ C65 ≡ C87 ≡ C78 ≡ 0(modV ).
(6)
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З (2) випливає, що

C ′
1=

(
C11 C12

−C12 C11

)
, C ′′

1=

(
C13 C14

−C14 C13

)
, C ′′′

1 =

(
C31 C32

−C32 C31

)
, CIV

1 =

(
C33 C34

−C34 C33

)
,

а iз (4) одержимо:
(

E ⊗ ĩ 0

0 E ⊗ ĩ

)(
C ′

2

C ′′
2

)
+

(
S1

S2

)(
C55 C56

C65 C66

)
=

(
C ′

1 C ′′
1

C ′′′
1 CIV

1

)(
S1

S2

)
−

(
C ′

2

C ′′
2

)
,

де S1 = (D1, 0), S2 = (0, D′
1).

З останньої рiвностi отримаємо:

(E ⊗ ĩ)C ′
2 + S1C4 = C ′

1S1 + C ′′
1 S2 − C ′

2, (7)

(E ⊗ ĩ)C ′′
2 + S2C4 = C ′′′

1 S1 + CIV
1 S2 − C ′′

2 . (8)

Умову (7) запишемо у виглядi:
(

0 −E
E 0

)(
C15 C16

C25 C26

)
+

(
vE 0
0 0

) (
C55 C56

C65 C66

)
=

=

(
C11 C12

−C12 C11

)(
vE 0
0 0

)
+

(
C13 C14

−C14 C13

)(
0 uE
0 0

)
−

(
C15 C16

C25 C26

)
.

Звiдси одержимо наступнi рiвностi:




−C25 + vC55 = vC11 − C15,
C15 = −vC12 − C25,
−C26 + vC56 = uC13 − C16,
C16 = −uC14 − C26.

(9)

Додавши першi двi рiвностi системи (9), одержимо

v(C55 − C11 + C12) = −2C15,

звiдки випливає:
C55 ≡ (C11 − C12)(modV ). (10)

Додавши останнi двi рiвностi системи (9), дiстанемо

vC56 + u(C14 − C13) = −2C16.

Звiдси випливає, що
C56 ≡ 0(modV ),
C14 ≡ C13(modV ). (11)

Далi з (8) одержимо:
(

0 −E
E 0

)(
C35 C36

C45 C46

)
+

(
0 uE
0 0

)(
C55 C56

C65 C66

)
=
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=

(
C31 C32

−C32 C31

)(
vE 0
0 0

)
+

(
C33 C34

−C34 C33

)(
0 uE
0 0

)
−

(
C35 C36

C45 C46

)
,

звiдки дiстаємо наступну систему рiвнянь:




−C45 + uC65 = vC31 − C35,
C35 = −vC32 − C45,

−C46 + uC66 = uC33 − C36,

C36 = −uC34 − C46.

(12)

З перших двох рiвнянь системи (12) одержимо:

uC65 + v(C32 − C31) = −2C35,

звiдки маємо:
C65 ≡ 0(modV ),
C32 − C31 ≡ 0(modV ). (13)

З останнiх двох рiвнянь системи (12) одержимо:

C66 ≡ C33 − C34(modV ). (14)

Тепер рiвнiсть (4) можна записати у виглядi:
(

E ⊗ ĩ 0

0 E ⊗ ĩ

)(
C ′

3

C ′
4

)
+

(
S1

S2

)
C5 +

(
S3(A,B)

S4

)
C6 =

=

(
C ′

1 C ′′
1

C ′′′
1 CIV

1

)(
S3(A

′, B′)
S4

)
+

(
C ′

2

C ′′
2

)
T2 +

(
C ′

3

C ′′
3

)
,

де S3(A,B) =
(
D2(A) D3(B)

)
, S3(A

′, B′) =
(
D2(A

′) D3(B
′)
)
, S4 =

(
D4 0

)
.

З останньої рiвностi маємо:

(E ⊗ ĩ)C ′
3 + S1C5 + S3(A, B)C6 = C ′

1S3(A
′, B′) + C ′′

1 S4 + C ′
2T2 + C ′

3, (15)

(E ⊗ ĩ)C ′′
3 + S2C5 + S4C6 = C ′′′

1 S ′3 + CIV
1 S4 + C ′′′

2 T2 + C ′′
3 . (16)

Умову (15) запишемо у виглядi:
(

0 −E
E 0

)(
C17 C18

C27 C28

)
+

(
vE 0
0 0

)(
C57 C58

C67 C68

)
+

(
A B
0 0

)(
C77 C78

C87 C88

)
=

=

(
C11 C12

−C12 C11

)(
A′ B′

0 0

)
+

(
C13 C14

−C14 C13

)(
E 0
0 0

)
+

+

(
C15 C16

C25 C26

)(
uE 0
0 vE

)
+

(
C17 C18

C27 C28

)
,

звiдки одержимо наступнi рiвностi:

−C27 + vC57 + AC77 + BC87 = C11A
′ + C13 + uC15 + C17, (17)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 18



ПРО ДИКI СКIНЧЕННI 2-ГРУПИ НАД ЛОКАЛЬНИМИ ОБЛАСТЯМИ... 59

−C28 + vC58 + AC78 + BC88 = C11B
′ + vC16 + C18, (18)

C17 = −C12A
′ − C14 + uC25 + C27, (19)

C18 = −C12B
′ + vC26 + C28. (20)

Iз рiвностей (6), (11), (17) i (19) одержимо:

AC77 ≡ (C11 − C12)A
′(modV ), (21)

а iз (6), (18) i (20) дiстанемо:

BC88 ≡ (C11 − C12)B
′(modV ). (22)

Iз (16) можна одержати такi рiвностi:

−C47 + uC67 + C77 = C31A
′ + C33 + uC35 + C37,

C37 = −C32A
′ − C34 + uC45 + C47.

Додавши цi двi рiвностi, матимемо:

C77 ≡ (C33 − C34)(modV ). (23)

Отже, iз формул (6), (10), (14) матимемо:

C88 ≡ C77 ≡ C66 ≡ C55 ≡ C34 − C33 ≡ (C12 − C11)(modV ).

Звiдси i iз формул (21), (22) одержимо:

AC77 ≡ C77A
′(modV ),

BC77 ≡ C77B
′(modV ). (24)

Очевидно, C77 — оборотна матриця над кiльцем K. Iз (24) випливає доведен-
ня леми.

Лема 4. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна 2-група порядку 4, K — нетерова
локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характе-
ристики 2, яка не є дискретно нормованим кiльцем. Група H = 〈a〉 є дикою
над кiльцем K, якщо 2 не є простим елементом кiльця K.

Доведення. Iз леми 2 випливає, що якщо t ∈ V = RadK i t2 /∈ 2K, то
група G є дикою над кiльцем K. Будемо далi вважати, що для довiльного t ∈ V
t2 ∈ 2K.

Нехай
2 = uv, (25)

де u ∈ K, u /∈ K∗, v ∈ K, v /∈ K∗, u /∈ vK, v /∈ uK (K∗ — мультиплiкативна
група кiльця K). Покажемо, що тодi K = K/2K не є кiльцем головних iдеалiв.

Досить довести, що W = 〈u, v〉 (u = u+2K, v = v+2K) не є головним iдеалом
кiльця K. Нехай W головний iдеал кiльця K, тобто W = Kω, де ω = ω + 2K
(ω ∈ K). Тодi

u = v1ω, v = v2ω (vi ∈ K, i = 1, 2),
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u = v1ω + 2K = u + 2K, v = v + 2K = v2ω + 2K.

Отже,
u = v1ω + 2ω1 = v1ω + uvω1,

v = v2ω + 2ω2 = ω2ω + uvω2,

де ωi ∈ K (i = 1, 2). Звiдси одержимо

u(1− vω1) = v1ω,
v(1− uω2) = v2ω,

тобто
u = v′1ω, ω = v′2ω (v′i ∈ K, i = 1, 2). (26)

Тодi
2 = uv = ω2v′1v

′
2, ω2 = 2ω3 (ω3 ∈ K).

Отже,
2 = ω3v

′
1v
′
2, 1 = ω3v

′
1v
′
2.

Звiдси одержуємо, що v′1 ∈ K∗, v′2 ∈ K∗. Тодi iз (26) випливає, що v = θu
(θ ∈ K∗), а це протирiчить (25). Значить, K/2K не є кiльцем головних iдеалiв.
Тодi за лемою 3 група H = 〈a〉 є дикою над кiльцем K при умовi (25).

Очевидно,

2 = λun1
1 . . . unr

r (λ ∈ K∗, ni ≥ 1, i = 1, . . . r), (27)

де u1, . . . , ur — простi елементи кiльця K i uj 6= θiui (θi ∈ K∗, i 6= j). Iз (27) i
u2

j ∈ 2K (j = 1, . . . , r) дiстаємо, що при r > 1 ni = 1 (i = 1, . . . , r) i n1 ≤ 2 при
r = 1. Нехай r > 1. Тодi

2 = λu1 . . . ur = uv, (28)

де u = λu1, v = u2 . . . ur. Покажемо, що u /∈ Kv. Нехай u ∈ Kv, тобто

u = u2 . . . urz (z ∈ K), (29)

а це не можливо, бо u1 — простий елемент кiльця K i u1 6= θjuj (θj ∈ K∗, j > 1).
Значить, u /∈ Kv.

Нехай v ∈ Ku, тобто
u2 . . . ur = αu1(α ∈ K). (30)

Тодi
λu1u2 . . . ur = λαu2

1.

Звiдси i iз (28) дiстаємо, що

2 = λαu2
1 = 2λαβ (β ∈ K).

Отже, 1 = λαβ, тобто α ∈ K∗, а це протирiчить (30). Значить, v /∈ Ku. Тодi
з (25) дiстаємо, що K/2K не є кiльцем головних iдеалiв i за лемою 3 група
H = 〈a〉 є дикою над кiльцем K.

Нехай
2 = λu2

1. (31)
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Тому що K не дискретно нормоване кiльце, то iснує простий елемент t1 кiльця
K такий, що t1 6=θ′u1 (θ′∈K∗). Покажемо, що I =〈t1, u1〉 (t1 = t1+2K, u1 =u1+2K)
не є головним iдеалом кiльця K. Нехай I =Kt, t= t+2K (t∈K). Тодi

t1 = αt, u1 = βt (α, β ∈ K),
t1 + 2K = αt + 2K, u1 + 2K = βt + 2K.

Отже,
t1 = αt + u2

1ω1, u1 = βt + u2
1ω2 (ωi ∈ K, i = 1, 2). (32)

Звiдси
βt = u1(1− u1ω2) = u1λ1 (λ1 ∈ K∗).

Значить, β ∈ K∗, t = λ′u1 (λ′ ∈ K∗). Звiдси i з (32) дiстаємо, що

t1 = αλ′u1 + u2
1ω1 = u1 (αλ′ + u1ω1),

а це протирiчить тому, що t1 i u1 рiзнi простi елементи кiльця K. Отже, I =
= 〈t1, u1〉 не є головним iдеалом кiльця K. Значить, внаслiдок леми 3 i в цьому
випадку група H = 〈a〉 є дикою над кiльцем K.

Лема доведена.

Теорема 1. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна група порядку 4 i K — нетерова
локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характери-
стики 2 i K не є дискретно нормованим кiльцем. Тодi група H = 〈a〉 є дикою
над кiльцем K, якщо виконується одна з умов:

1) 2 — не простий елемент кiльця K;
2) факторкiльце K/2K не є кiльцем головних iдеалiв.

Доведення теореми випливає з лем 3 i 4.
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