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УДК 517.946

А. В. Добридень (Ужгородський нац. ун-т)

ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ГУРСА ДЛЯ КВАЗIЛIНIЙНОГО
РIВНЯННЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ S-ГО ПОРЯДКУ

The Gursa’s problem of for quazilinear differential equation has been researched and one two-sided
method’s modification of the approximate integration of this problem has been constructed.

За допомогою монотонного двостороннього методу дослiджено задачу Гурса для квазiлiнiйно-
го диференцiального рiвняння гiперболiчного типу S-го порядку, доведено теореми iснування
та єдиностi розв’язку, про диференцiальну нерiвнiсть, отримано умову належностi розв’язку
поставленої задачi простору C

S
(B).

В площинi xOy розглянемо область B ≡ B1 ∪ B2 ∪ B3, B1 = {(x, y)|x ∈
[0, x0), y ∈ (0, x0]}, B2 = {(x, y)|x ∈ [x0, 1), y ∈ (x0, 1]}, B3 = {(x, y)|x ∈ (x0, 1], y ∈
[0, x0)}, B ≡ B1∪B2∪B3. Нехай S = (s1, s2) — двовимiрний мультиiндекс, s1, s2

B1

B2

B3

x

y

x0

1

x0

10

— додатнi числа. Позначимо

DSU(x, y) =
∂s1+s2

∂s1x∂s2y
U(x, y).

Нехай K = (k1, k2) — цiлочисловий вектор з невiд’ємними компонентами.
Будемо вважати, що K < S , якщо для всiх ki < si, i = 1, 2, а |K| < |S|,
де |K| = k1 + k2. Введемо наступнi позначення: через S1(r1) позначимо вектор
S1(r1) = (s1 − r1, l2), через S2(r2) позначимо вектор S2(r2) = (l1, s2 − r2), ri, li =
0, si − 1, i = 1, 2.

Дослiдимо задачу: в просторi функцiй C(s1,s2)(B) ∩ C(s1−1,s2−1)(B) ≡ C
S
(B)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння [1,4]

DSU(x, y) = F [U(x, y)], (1)

F [U(x, y)] ≡ F (x, y, U(x, y), D(1,0)U(x, y), ..., D(s1−1,s2−1)U(x, y)),

F : D → R, D ⊂ R2+(s1−1)(s2−1), який задовольняє умови

D(i,0)U(x0, y) = ψi,1(y), y ∈ [0, x0], D
(0,j)U(x, 0) = ϕj,1(x), x ∈ [0, x0],

D(i,0)U(1, y) = ψi,2(y), y ∈ [x0, 1], D(0,j)U(x, x0) = ϕj,2(x), x ∈ [x0, 1]

i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1,

(2)
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де ψi,1(y) ∈ Cj([0, x0]), ϕj,1(x) ∈ Ci([0, x0]), ψi,2(y) ∈ Cj([x0, 1]), ϕj,2(x) ∈ C i([x0, 1]),
i = 0, s1, j = 0, s2 — вiдомi функцiї, що задовольняють умови узгодженостi

D(0,j)ψi,1(0) = D(i,0)ϕj,1(x0), D
(0,j)ψi,1(x0) = D(i,0)ϕj,2(x0),

D(0,j)ψi,2(x0) = D(i,0)ϕj,2(1), i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1,
(3)

Задача (1)–(3) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [4]

U(x, y) =





Φ1(x, y) + H1F [U(ξ, η)], (x, y) ∈ B1,

Φ2(x, y) + H2F [U(ξ, η)], (x, y) ∈ B2,

Φ3(x, y) + H3F [U(ξ, η)], (x, y) ∈ B3,

(4)

де

H1F [U(ξ, η)] =
x∫

x0

y∫
0

(x−ξ)s1−1(y−η)s2−1

(s1−1)!(s2−1)!
F [U(ξ, η)]dηdξ,

H2F [U(ξ, η)] =
x∫
1

y∫
x0

(x−ξ)s1−1(y−η)s2−1

(s1−1)!(s2−1)!
F [U(ξ, η)]dηdξ,

H3F [U(ξ, η)] =
x∫

x0

y∫
x0

(x−ξ)s1−1(y−η)s2−1

(s1−1)!(s2−1)!
F [U(ξ, η)]dηdξ,

(5)

Φ1(x, y) =
s1−1∑
i=0

(x−x0)i

i!
ψi,1(y) +

s2−1∑
j=0

yj

j!
ϕj,1(x)−

−
s1−1∑
i=0

s2−1∑
j=0

(x−x0)i

i!
yj

j!
D(i,0)ϕj,1(x0), (x, y) ∈ B1,

Φ2(x, y) =
s1−1∑
i=0

(x−1)i

i!
ψi,2(y) +

s2−1∑
j=0

(y−x0)j

j!
ϕj,2(x)−

−
s1−1∑
i=0

s2−1∑
j=0

(x−1)i

i!
(y−x0)j

j!
D(i,0)ϕj,2(1), (x, y) ∈ B2,

Φ3(x, y) =
s1−1∑
i=0

(x−x0)i

i!
ψi,1(y) +

s2−1∑
j=0

(y−x0)j

j!
ϕj,2(x)−

−
s1−1∑
i=0

s2−1∑
j=0

(x−x0)i

i!
(y−x0)j

j!
D(i,0)ϕj,2(x0), (x, y) ∈ B3.

(6)

Легко переконатися, що функцiї Φi(x, y), i = 1, 2 на характеристиках задо-
вольняють умови (2). Оскiльки замiною

U∗(x, y) =





U(x, y)− Φ1(x, y), (x, y) ∈ B1

U(x, y)− Φ2(x, y), (x, y) ∈ B2,

U(x, y)− Φ3(x, y), (x, y) ∈ B3

задача (1)–(3) зводиться до задачi з однорiдними умовами (2), (3), надалi, не
зменшуючи загальностi мiркувань, будемо вважати, що ψi,µ(y) = ϕj,µ(x) ≡ 0,
µ = 1, 2, i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1.

Нехай права частина рiвняння (1) F [U(x, y)] належить просторовi C1(D), де
C1(D) — простiр функцiй, що задовольняють наступнi умови:

1) F [U(x, y)] ∈ C(D);
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2) iснує функцiя f [Z(x, y); V (x, y)], така, що F [U(x, y)] ≡ f [U(x, y); U(x, y)],
f : D1 → R, D1 ⊂ R2+2(s1−1)(s2−1) i для довiльних функцiй Z(x, y), V (x, y),
Z∗(x, y), V ∗(x, y), якi належать простору C

S
(B), задовольняють умови (2),

(3) та нерiвностi

DS1(r1)Z(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)Z∗(x, y),

DS1(r1)V (x, y) ≤ (≥)DS1(r1)V ∗(x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Z(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)Z∗(x, y),

DS2(r2)V (x, y) ≤ (≥)DS2(r2)V ∗(x, y), (x, y) ∈ B3,

(7)

при ri — парних (непарних), i = 1, 2, виконується умова

f [Z(x, y); V (x, y)] ≥ f [Z∗(x, y); V ∗(x, y)]; (8)

3) для довiльних Z(x, y), V (x, y), Z∗(x, y), V ∗(x, y) ∈ C
S
(B) функцiя f [Z(x, y);

V (x, y)] задовольняє умову Лiпшiца зi сталою L

|f [Z(x, y); V (x, y)]− f [Z∗(x, y); V ∗(x, y)]| ≤

≤ L
s1−1∑
r1=0

s2−1∑
r2=0

(|D(r1,r2)(Z(x, y)− Z∗(x, y))|+
+|D(r1,r2)(V (x, y)− V ∗(x, y))|).

(9)

Легко показати, що якщо F [U(x, y)] ∈ C(D) i має обмеженi частиннi по-
хiднi першого порядку по всiм своїм аргументам, починаючи з третього, то
F [U(x, y)] ∈ C1(D).

Означення 1. Довiльнi з простору C
S
(B) функцiї Z0(x, y), V0(x, y), що за-

довольняють умови (2), (3) та нерiвностi

DS1(r1)W0(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)W0(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B3,

W0(x, y) = Z0(x, y)− V0(x, y),

ri — парнi (непарнi), називаються функцiями порiвняння задачi (1)-(3).

Введемо наступнi позначення

f p(x, y) = f [Zp(x, y); Vp(x, y)], fp(x, y) = f [Vp(x, y); Zp(x, y)],

αp(x, y) = DSZp(x, y)− fp(x, y), βp(x, y) = DSVp(x, y)− fp(x, y), (10)

Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp(x, y)}, {Vp(x, y)} за формулами

Zp+1(x, y) = Hµ(f p(ξ, η)− cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η)),

Vp+1(x, y) = Hµ(fp(ξ, η) + cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η)),
(11)

(x, y) ∈ Bµ, µ = 1, 2, 3, де cp(x, y) — довiльнi невiд’ємнi функцiї з простору C(B),
що задовольняють нерiвностi

sup
B

cp(x, y) < 0, 5. (12)
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За нульове наближення вiзьмемо довiльнi функцiї порiвняння задачi (1)–(3),
що задовольняють нерiвностi

α0(x, y) ≥ 0, β0(x, y) ≤ 0. (13)

Покажемо, що множина функцiй нульового наближення непорожня. З цiєю
метою позначимо

M = sup
B

f [Z(x, y); V (x, y)],m = inf
B

f [V (x, y); Z(x, y)].

Очевидно, що α0(x, y) = M − f 0(x, y) ≥ 0, β0(x, y) = m− f0(x, y) ≤ 0. Таким
чином справедлива лема

Лема 1. Якщо функцiї

Z0(x, y) = HµM, V0(x, y) = Hµm, (x, y) ∈ Bµ,

µ = 1, 2, 3 належать областi D1, тодi вони є функцiями порiвняння задачi
(1)–(3), якi задовольняють умови (13).

З (11) випливають формули

Wp+1(x, y) = Hµ((1− 2cp(ξ, η))(f p(ξ, η)− fp(ξ, η))),

Zp(x, y)− Zp+1(x, y) = Hµ(αp(ξ, η) + cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η))),

Vp(x, y)− Vp+1(x, y) = Hµ(βp(ξ, η)− cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η))),

αp+1(x, y) = fp(x, y)− f p+1(x, y)− cp(x, y)((fp(x, y)− fp(x, y)),

βp+1(x, y) = fp(x, y)− fp+1(x, y) + cp(x, y)(f p(x, y)− fp(x, y)).

(14)

Нехай Z0(x, y), V0(x, y) — функцiї порiвняння задачi (1)–(3), що задоволь-
няють нерiвностi (13). Тодi f 0(x, y) − f0(x, y) ≥ 0, α0(x, y) ≥ 0, β0(x, y) ≤
0. З (14) при p = 0 одержимо DSW1(x, y) ≥ 0, DS(Z0(x, y) − Z1(x, y)) ≥ 0,
DS(V0(x, y)−V1(x, y)) ≤ 0. Iнтегруючи останнi нерiвностi в областi B1 s1 раз по
x вiд x0 до x, s2 раз по y вiд 0 до y, в областi B2 s1 раз по x вiд 1 до x, s2 раз
по y вiд x0 до y, в областi B3 s1 раз по x вiд x0 до x, s2 раз y по вiд x0 до y та
враховуючи умови (2), (3), отримаємо

DS1(r1)W1(x, y) ≥ (≤)0,

DS1(r1)Z0(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)Z1(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS1(r1)V1(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)V0(x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)W1(x, y) ≥ (≤)0,

DS2(r2)Z0(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)Z1(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS2(r2)V1(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)V0(x, y), (x, y) ∈ B3,

при r1, r2 — парних (непарних). З останнiх формул випливає, що f 0(x, y) −
f 1(x, y) ≥ 0, f0(x, y)−f1(x, y) ≤ 0. Виберемо c0(x, y) таким чином, щоб α1(x, y) ≥
0, β1(x, y) ≤ 0. Тодi Z1(x, y), V1(x, y) є функцiями порiвняння задачi (1)-(3), що
задовольняють нерiвностi α1(x, y) ≥ 0, β1(x, y) ≤ 0. Приймаючи Z1(x, y), V1(x, y)
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за вихiднi та повторюючи попереднi мiркування, методом математичної iндукцiї
переконуємося, що якщо на кожному кроцi iтерацiї функцiї cp(x, y) вибирати
таким чином, щоб виконувалися нерiвностi (12) та

fp(x, y)− fp+1(x, y)− cp(x, y)(f p(x, y)− fp(x, y)) ≥ 0,

fp(x, y)− fp+1(x, y) + cp(x, y)(f p(x, y)− fp(x, y)) ≥ 0,
(15)

то послiдовностi функцiй, побудованi за формулами (11), задовольняють нерiв-
ностi

DS1(r1)Zp(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)Zp+1(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS1(r1)Vp+1(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)Vp(x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Zp(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)Zp+1(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS2(r2)Vp+1(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)Vp(x, y), (x, y) ∈ B3

(16)

при r1, r2 — парних (непарних).
Тим самим доведена теорема

Теорема 1. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(D) та iснують функцiї порiвняння за-
дачi (1)–(3) Z0(x, y), V0(x, y), що задовольняють умови (13) при (x, y) ∈ B.
Тодi якщо на кожному кроцi iтерацiї cp(x, y) вибирати таким чином, щоб ви-
конувалися умови (12), (15), то послiдовностi функцiй {Zp(x, y)}, {Vp(x, y)},
побудованi згiдно формул (11), задовольняють нерiвностi (16).

Теорема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(D), iснують функцiї порiвняння зада-
чi (1)–(3) Z0(x, y), V0(x, y), що задовольняють умови (13) при (x, y) ∈ B. Тодi
якщо на кожному кроцi iтерацiї cp(x, y) вибирати таким чином, щоб викону-
валися умови (12), (15), то:

i. послiдовностi функцiй {Zp(x, y)}, {Vp(x, y)}, побудованi за формулами (11),
збiгаються абсолютно i рiвномiрно до єдиного в просторi C

S
(B) розв’яз-

ку задачi (1)–(3);

ii. мають мiсце нерiвностi

DS1(r1)Zp(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)U(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS1(r1)Vp(x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Zp(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)U(x, y) ≥ (≤)

≥ (≤)DS2(r2)Vp(x, y), (x, y) ∈ B3

(17)

при r1, r2 — парних (непарних), p = 0, 1, 2, ...;

iii. збiжнiсть iтерацiйного процесу (14) не повiльнiша збiжностi методу
Пiкара.

Доведення. Для доведення в областi B рiвномiрної збiжностi послiдовно-
стей {DKZp(x, y)}, {DKVp(x, y)} до однiєї i тiєї ж границi в силу нерiвностей
(16) достатньо показати, що DKWp(x, y) ⇒

p→∞
0, (x, y) ∈ B, K < S.
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З (9) маємо

|fp(x, y)− fp(x, y)| ≤ 2L
∑

K<S

|DKWp(x, y)|, (18)

звiдки при p = 0 маємо |f 0(x, y) − f0(x, y)| ≤ 2L
∑

K<S

|DKW0(x, y)|. Позначимо

d = max
K

sup
B

|DKW0(x, y)|, q = max
p

sup
B

cp(x, y), |Ωp(x, y)| = max
K

sup
B

|DKWp(x, y)|,
ℵ — кiлькiсть доданкiв в правiй частинi нерiвностi(18). Тодi з (14) при p = 0
отримаємо

DSW1(x, y) = f 0(x, y)− f0(x, y) ≤ 2ℵLd,

|Ω1(x, y)| =





2ℵLqd(x0 − x)y, (x, y) ∈ B1,

2ℵLqd(1− x)(y − x0), (x, y) ∈ B2,

2ℵLqd(x− x0)(x0 − y), (x, y) ∈ B3.

При p = 1 з (14) отримаємо

DSW2(x, y) = f 1(x, y)− f1(x, y) ≤
≤ 2L

∑
K<S

|DKW1(x, y)| ≤

≤





(2ℵLq)2d(x0 − x)y, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)2d(1− x)(y − x0), (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)2d(x− x0)(x0 − y), (x, y) ∈ B3,

отже,

|Ω2(x, y)| =





(2ℵLq)2d (x0−x)2y2

(2!)2
, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)2d (1−x)2(y−x0)2

(2!)2
, (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)2d (x−x0)2(x0−y)2

(2!)2
, (x, y) ∈ B3.

Припустимо, що мають мiсце рекурентнi оцiнки

|Ωp(x, y)| =





(2ℵLq)pd (x0−x)pyp

(p!)2
, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)pd (1−x)p(y−x0)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)pd (x−x0)p(x0−y)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B3.

Тодi з (14) отримаємо

DSWp+1(x, y) = f p(x, y)− fp(x, y)) ≤
≤ 2L

∑
K<S

|DKWp(x, y)| ≤

≤





(2ℵLq)p+1d (x0−x)pyp

(p!)2
, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)p+1d (1−x)p(y−x0)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)p+1d (x−x0)p(x0−y)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B3,

звiдки, iнтегруючи останню нерiвнiсть в областi B1 s1 раз по x вiд x до x0, s2

раз по y вiд 0 до y, в областi B2 s1 раз по x вiд x до 1, s2 раз по y вiд x0 до y, в
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областi B3 s1 раз по x вiд x0 до x, s2 раз y по вiд y до x0 та враховуючи умови
(2), (3), отримаємо

|Ωp+1(x, y)| =





(2ℵLq)p+1d (x0−x)p+1yp+1

((p+1)!)2
, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)p+1d (1−x)p+1(y−x0)p+1

((p+1)!)2
, (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)p+1d (x−x0)p+1(x0−y)p+1

((p+1)!)2
, (x, y) ∈ B3.

(19)

З нерiвностей (19) випливає, що lim
p→∞

|Ωp(x, y)| = 0, тобто lim
p→∞

DKZp(x, y) =

lim
p→∞

DKVp(x, y) = DKU(x, y), K < S.

Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (1)–(3) в областi D. Для цього при-
пустимо, що iснують два розв’язки U(x, y) та V (x, y). Позначимо W (x, y) =
U(x, y)− V (x, y). Отримаємо

DSW (x, y) ≤ 2L
∑
K<S

|DKW (x, y)|.

Позначивши d1 = max
K

sup
B

|DKW (x, y)|, як i в попередньому випадку пере-

конуємося в справедливостi нерiвностей

|Ω(x, y)| =





(2ℵLq)pd1
(x0−x)pyp

(p!)2
, (x, y) ∈ B1,

(2ℵLq)pd1
(1−x)p(y−x0)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B2,

(2ℵLq)pd1
(x−x0)p(x0−y)p

(p!)2
, (x, y) ∈ B3,

де p — довiльне додатне число. А це можливо тiльки тодi, коли W (x, y) ≡ 0.
Покажемо, що в областi D1 мають мiсце нерiвностi (17). Припустимо су-

противне. Нехай для деякого номера p в деякiй точцi (x̄, ȳ) ∈ B виконуються
нерiвностi

DS1(r1)Zp(x̄, ȳ) < (>)DS1(r1)U(x̄, ȳ), (x̄, ȳ) ∈ B1 ∪B2,

або
DS2(r2)Zp(x̄, ȳ) < (>)DS2(r2)U(x̄, ȳ), (x̄, ȳ) ∈ B3

при r1, r2 — парних (непарних). Тодi в силу нерiвностей (16) отримаємо

DS1(r1)Zp+q(x̄, ȳ) < (>)DS1(r1)U(x̄, ȳ), (x̄, ȳ) ∈ B1 ∪B2,

або
DS2(r2)Zp+q(x̄, ȳ) < (>)DS2(r2)U(x̄, ȳ), (x̄, ȳ) ∈ B3

при r1, r2 — парних (непарних) i довiльних q ∈ N , а отже, в точцi (x̄, ȳ) ∈ B
послiдовнiсть функцiй

{
DKZp+q(x, y)

}
при q → ∞ не збiгається до розв’язку

задачi (1)–(3), що суперечить доведеному вище. Аналогiчно доводяться i iншi
нерiвностi (17).

Доведемо, що збiжнiсть iтерацiйного процесу (14) не повiльнiша збiжностi
методу Пiкара. Для цього позначимо

Z∗
p+1(x, y) = Hµf

p(ξ, η),

V ∗
p+1(x, y) = Hµfp(ξ, η),

(x, y) ∈ Bµ
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i розглянемо

Z∗
p+1(x, y)− Zp+1(x, y) = Hµ(cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η))),

V ∗
p+1(x, y)− Vp+1(x, y) = Hµ(−cp(ξ, η)(fp(ξ, η)− fp(ξ, η))).

Оскiльки cp(x, y)(f p(x, y) − fp(x, y)) ≥ 0, то Z∗
p+1(x, y) − Zp+1(x, y) ≥ 0,

V ∗
p+1(x, y) − Vp+1(x, y) ≤ 0, що й потрiбно було показати. i теорема доведена

повнiстю.

Теорема 3. Нехай права частина рiвняння (1) F [U(x, y)]

∈ C1(D) i в просторi функцiй C
S
(B) iснує така функцiя Z0(x, y) (V0(x, y)),

яка задовольняє однорiднi умови (2) i нерiвностi

DS1(r1)Z0(x, y) ≥ (≤)0(DS1(r1)V0(x, y) ≤ (≥)0), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Z0(x, y) ≥ (≤)0(DS2(r2)V0(x, y) ≤ (≥)0), (x, y) ∈ B3,

DSZ0(x, y)− f [Z0(x, y); 0] ≥ 0, f [0; Z0(x, y)] ≥ 0,(
DSV0(x, y)− f [V0(x, y); 0] ≤ 0, f [0; V0(x, y)] ≤ 0

)
(20)

при r1, r2 — парних (непарних). Тодi розв’язок задачi Гурса для рiвняння (1) з
однорiдними умовами (2) задовольняє нерiвностi

DS1(r1)U(x, y) ≥ (≤)0(DS1(r1)U(x, y) ≤ (≥)0), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)U(x, y) ≥ (≤)0(DS2(r2)U(x, y) ≤ (≥)0), (x, y) ∈ B3,
(21)

при r1, r2 — парних (непарних).

Доведення. Функцiї Z0(x, y) i V0(x, y) ≡ 0 (Z0(x, y) ≡ 0 i V0(x, y)) є функцi-
ями порiвняння задачi (1), (2), а в силу умов (20) α0(x, y) ≥ 0, β0(x, y) ≤ 0. На
пiдставi теореми 2 мають мiсце нерiвностi (17), звiдки при p = 0 одержимо

DS1(r1)Z0(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)U(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)V0(x, y) ≡ 0,

(0 ≡ DS1(r1)Z0(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)U(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)V0(x, y)), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Z0(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)U(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)V0(x, y) ≡ 0,

(0 ≡ DS2(r2)Z0(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)U(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)V0(x, y))), (x, y) ∈ B3,

при r1, r2 — парних (непарних), що й потрiбно було показати. Теорема доведена.
Розглянемо два квазiлiнiйнi рiвняння

DSZ(x, y) = F [Z(x, y)] (22)

та
DSV (x, y) = G[V (x, y)], (23)

де F [Z(x, y)], G[V (x, y)] — функцiї, що задовольняють наступнi умови

a) F [Z(x, y)], G[V (x, y)] ∈ C1(D);
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б) функцiї F [Z(x, y)], G[V (x, y)] такi, що для будь-яких Z∗(x, y), V ∗(x, y), якi
належать простору C

S
(B) та задовольняють умови (2), (3) i нерiвностi

DS1(r1)Z∗(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)V ∗(x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Z∗(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)V ∗(x, y), (x, y) ∈ B3,

при ri — парних (непарних), i = 1, 2, виконуються умови

F [Z∗(x, y)] ≥ F [V ∗(x, y)], G[Z∗(x, y)] ≥ G[V ∗(x, y)];

в) F [Z(x, y)] має обмеженi частиннi похiднi першого порядку по всiм своїм
аргументам, починаючи з третього, тобто

aS1(r1)(x, y) = ∂F
∂DS1(r1)Z(x,y)

≥ (≤)0,

(x, y) ∈ B1 ∪B2,

aS2(r2)(x, y) = ∂F
∂DS2(r2)Z(x,y)

≥ (≤)0,

(x, y) ∈ B3

(24)

при r1, r2 — парних (непарних);

г) для довiльної функцiї Q(x, y), що належить областi визначення функцiй
F [U(x, y)], G[V (x, y)] та задовольняє умови (2), (3), F [Z(x, y)] та G[V (x, y)]
задовольняють нерiвнiсть

F [Q(x, y)]−G[Q(x, y)] ≥ 0. (25)

Теорема 4. Нехай функцiї F [Z(x, y)], G[V (x, y)] задовольняють умови а)–
г). Тодi якщо iснують розв’язки задач (22), (2), (3) i (23), (2), (3), то вони
задовольняють нерiвностi

DS1(r1)Z(x, y) ≥ (≤)DS1(r1)V (x, y), (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)Z(x, y) ≥ (≤)DS2(r2)V (x, y), (x, y) ∈ B3

при r1, r2 — парних (непарних).

Доведення. Позначимо W (x, y) = Z(x, y) − V (x, y), тодi з (22), (23) одер-
жимо

DSW (x, y) = F [Z(x, y)]−G[V (x, y)] =

=
∑

K<S

∂f̂

∂DK Ẑ(x,y)
DKW (x, y) + F [V (x, y)]−G[V (x, y)] =

=
∑

K<S

âK(x, y)DKW (x, y) + b(x, y),

де b(x, y) = F [V (x, y)]−G[V (x, y)].
Розглянемо задачу Гурса

DSW (x, y) =
∑

K<S

âK(x, y)DKW (x, y) + b(x, y) ≡ A[W (x, y)],

D(i,0)W (x0, y) = D(0,j)W (x, 0) = D(i,0)W (1, y) = D(0,j)W (x, x0) = 0,

i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1.

(26)
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Оскiльки в силу нерiвностей (25) b(x, y) ≥ 0 i мають мiсце нерiвностi (24), то
A[W (x, y)] ≡ A[W+(x, y)], тобто розв’язок задачi (26) задовольняє нерiвностi

DS1(r1)W (x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B1 ∪B2,

DS2(r2)W (x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B3,

при r1, r2 — парних (непарних), що й потрiбно було показати. Теорема доведена.

Лема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C(D), функцiї ψi,1(y) ∈ Cj([0, x0]), ϕj,1(x) ∈
Ci([0, x0]), ψi,2(y) ∈ Cj([x0, 1]), ϕj,2(x) ∈ Ci([x0, 1]), i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1,
задовольняють умови узгодженостi (3) i

D(s1,0)ϕs2−1,1(x0)−D(s1,0)ϕs2−1,2(x0) +
x0∫
0

F [η, ψ0,1(η), .., ψs1−1,1(η)]dη = 0,

D(0,s2)ψs1−1,2(x0)−D(0,s2)ψs1−1,1(x0)−
1∫

x0

F [ξ, ϕ0,2(ξ), ..., ϕs2−1,2(ξ)]dξ = 0.
(27)

Тодi розв’язок задачi (1)–(3) U(x, y) належить простору C
S
(B).

Доведення. Враховуючи (4)–(5), легко переконатися, що D(i,j)U1(x0, y) =
D(i,j)U3(x0, y), D(i,j)U2(x, x0) = D(i,j)U3(x, x0), i = 0, s1 − 1, j = 0, s2 − 1. Тому
для того, щоб розв’язок був регулярним в областi B, потрiбно, щоб виконува-
лися рiвностi

D(s1−1,s2)U1(x0, y) = D(s1−1,s2)U3(x0, y),

D(s1,s2−1)U1(x0, y) = D(s1,s2−1)U3(x0, y),

D(s1−1,s2)U2(x, x0) = D(s1−1,s2)U3(x, x0),

D(s1,s2−1)U2(x, x0) = D(s1,s2−1)U3(x, x0).

Маємо

D(s1,s2−1)U1(x0, y) = D(s1,0)ϕs2−1,1(x0) +
y∫
0

F [η, ψ0,1(η), .., ψs1−1,1(η)]dη,

D(s1−1,s2)U1(x0, y) = D(0,s2)ψs1−1,1(y),

D(s1,s2−1)U2(x, x0) = D(s1,0)ϕs2−1,2(x),

D(s1−1,s2)U2(x, x0) = D(0,s2)ψs1−1,2(x0) +
x∫
1

F [ξ, ϕ0,2(ξ), ..., ϕs2−1,2(ξ)]dξ,

D(s1,s2−1)U3(x0, y) = D(s1,0)ϕs2−1,2(x0) +
y∫

x0

F [η, ψ0,1(η), .., ψs1−1,1(η)]dη,

D(s1−1,s2)U3(x0, y) = D(0,s2)ψs1−1,1(y),

D(s1,s2−1)U3(x, x0) = D(s1,0)ϕs2−1,2(x),

D(s1−1,s2)U3(x, x0) = D(0,s2)ψs1−1,1(x0) +
x∫

x0

F [ξ, ϕ0,2(ξ), ..., ϕs2−1,2(ξ)]dξ,

звiдки одержимо
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D(s1−1,s2)U1(x0, y)−D(s1−1,s2)U3(x0, y) = 0,

D(s1,s2−1)U2(x, x0)−D(s1,s2−1)U3(x, x0) = 0,

D(s1,s2−1)U1(x0, y)−D(s1,s2−1)U3(x0, y) =

= D(s1,0)ϕs2−1,1(x0)−D(s1,0)ϕs2−1,2(x0) +
x0∫
0

F [η, ψ0,1(η), .., ψs1−1,1(η)]dη = 0,

D(s1−1,s2)U2(x, x0)−D(s1−1,s2)U3(x, x0) =

= D(0,s2)ψs1−1,2(x0)−D(0,s2)ψs1−1,1(x0)−
1∫

x0

F [ξ, ϕ0,2(ξ), ..., ϕs2−1,2(ξ)]dξ = 0,

що й потрiбно було показати.
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