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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ВИРОДЖЕНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

In this paper the general solution of the linear homogeneous degenerative systems of differential-
algebraical equations with impulse action are built. The problem of existence of the solutions of
the Caushy problem systems was solved.

У роботi побудовано загальний розв’язок лiнiйних вироджених диференцiально-алгебраїчних
рiвнянь з iмпульсною дiєю, розв’язано питання iснування розв’язкiв задачi Кошi для таких
систем.

При складаннi математичних моделей багатьох прикладних задач, якi вини-
кають у теорiї електричних кiл, теорiї керування, робототехнiка, радiофiзика,
математична економiка тощо, дослiдники приходять [1] до задач, якi описую-
ться диференцiальними рiвняннями

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t).

з виродженою матрицею при похiднiй. У стацiонарному випадку в [2] для опису
розв’язкiв таких систем було застосовано теорiю матричних в’язок, а згодом у
роботах [3–7] було запропоновано поняття центральної канонiчної форми та зна-
йдено достатнi умови звiдностi до неї. У роботах [5, 8] дослiджувалися крайовi
задачi для таких систем. У данiй публiкацiї дослiджено структуру розв’язку ви-
роджених диференцiально-алгебраїчних систем, якi пiддаються iмпульснiй дiї
в фiксованi моменти часу.

1. Постановка задачi. Розглянемо вироджену диференцiально-алгебраїчну
систему рiвнянь з iмпульсною дiєю:

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), t 6= τi, x, f ∈ Rn, (1)

∆x|t=τi
≡ x(τi + 0)− x(τi) = Bix(τi) + bi, (2)

де rankB(t) = n − r ∀t ∈ [a, b], r > 0; вектор-функцiя f(t) i (n × n)-вимiрнi
матрицi A(t), B(t) i є достатньо гладкими: f(t), A(t), B(t) ∈ Ck[a, b], k – деяке
натуральне число, a < τ1 < . . . < τp < b, p < ∞.

Пiд розв’язком задачi (1), (42) будемо розумiти кусково неперервно дифе-
ренцiйовну на [a, b]\{τi}, i = 1, p функцiю

x(t) =





x0(t), t ∈ [a, τ1],

xj(t), t ∈ (τj, τj+1], j = 1, p− 1,

xp(t), t ∈ (τp, b],
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з розривами першого роду в точках t = τi, яка задовольняє систему (1) та
iмпульснi умови (42). Будемо вважати функцiї xi(t) визначеними i неперервно-
диференцiйовними на вiдповiдних замкнених iнтервалах:

xi(t) ∈ C[τi, τi+1], xi(τi) = xi(τi + 0) = lim
t→τi+0

xi(t),

i що розв’язок є неперервним злiва, тобто

x(τi) = x(τi − 0) = xi−1(τi) = lim
t→τi−0

xi−1(t).

У просторi неперервно-диференцiйовних n-вимiрних вектор-функцiй C1[a, b]
розглянемо оператор L та спряжений до нього оператор L>:

L(t) = A(t)−B(t)
d

dt
, L>(t) = A>(t)x(t) +

d

dt
B>(t).

Означення 1 ([6,7]). Матриця B(t) має жорданiв ланцюжок векторiв зав-
довжки s вiдносно оператора L(t), якщо iснують ненульовi вектори ϕ1(t), . . . , ϕs(t) ∈
C1[a, b], якi при всiх t ∈ [a, b] задовольняють спiввiдношення

B(t)ϕ1(t) = 0, B(t)ϕi(t) = L(t)ϕi−1(t), i = 2, s,

а рiвняння
B(t)z = L(t)ϕs(t)

в жоднiй точцi t ∈ [a, b] не має розв’язкiв.

Нехай iснують r жорданових ланцюжкiв завдовжки si i = 1, r матрицi B(t)

вiдносно оператора L(t), якi складаються з векторiв ϕ
(j)
i (t) ∈ C1[a, b], j = 1, si:

B(t)ϕ
(1)
i (t) = a, i = 1, r,

B(t)ϕ
(j)
i (t) = L(t)ϕ

(j−1)
i (t), i = 2, s, i = 1, r.

Означення 2 ([6, 7]). Жордановим набором матрицi B(t) вiдносно опера-
тора L(t) називають сукупнiсть всiх векторiв ϕ

(j)
i (t) ∈ C1[a, b], j = 1, si, якi

входять у всi r iснуючих жорданових ланцюжкiв матрицi B(t) вiдносно опе-
ратора L(t).

Через ψ
(1)
i (t) i = 1, r позначимо власнi вектори спряженої до B(t) матрицi

B>(T ), якi вiдповiдають її нульовому значенню:

B>(t)ψ
(1)
i (t) = 0, i = 1, r.

Означення 3 ([6,7]). Жорданiв набiр матрицi B(t) вiдносно оператора L(t)
називається повним, якщо

det‖〈L(t)ϕ
(1)
i (t), ψ

(1)
k (t)〉‖r

i,j=1 6= 0, ∀t ∈ R.

Мають мiсце наступнi твердження.
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Лема 1 ([6,7]). Якщо матрицi A(t), B(t) ∈ Ck[a, b], rankB(t) = n−k = const
∀t ∈ [a, b] i матриця B(t) має при всiх t ∈ [a, b] повний жорданiв набiр векторiв
ϕ

(j)
i (t), i = 1, r j = 1, si, вiдносно оператора L(t), то як цi вектори, так i

вектори ψ
(j)
i (t), i = 1, r, j = 1, si, якi утворюють жорданiв набiр матрицi

B>(t) вiдносно оператора L>(t), можна визначити так, щоб ϕ
(j)
i (t), ϕ

(j)
i (t) ∈

Ck−j+1[a, b], i = 1, r, j = 1, si.

Теорема 1. Нехай A(t), B(t) ∈ C2m+k[a, b], rankB(t) = n − k = const,
∀t ∈ [a, b] i матриця B(t) має при всiх t ∈ [a, b] повний жорданiв набiр ве-
кторiв ϕ

(j)
i (t), i = 1, r j = 1, si, вiдносно оператора L(t), який складається з r

ланцюжкiв завдовжки s1, . . . , sr, де max
i

si = m. Тодi iснують неособливi при

всiх t ∈ R (n×n)-вимiрнi матрицi P (t), Q(t) ∈ Ck+1[a, b] такi, що множенням
на P (t) та замiною

x = Q(t)u (3)

вироджена диференцiально-алгебраїчна система рiвнянь з iмпульсною дiєю (1),
(42) зводиться до iмпульсної диференцiально-алгебраїчної системи в централь-
нiй канонiчнiй формi

[
En−s 0
0 I

]
du

dt
=

[
M(t) 0
0 Es

]
u + P (t)f(t), (4)

∆u|t=τi
= Q−1(τi)BiQ(τi)u(τi) + Q−1(τi)bi, (5)

де s = s1 + . . . + sr, I = diag{I1, . . . , Ir}, Ij – нiльпотентнi блоки Жордана
порядку sj (j = 1, r), M(t) ∈ Ck+1[a, b], Ek – одинична матриця порядку k.

Доведення. В [6, 7] систему (1) зведено до центральної канонiчної форми
(4), а (5) одержується з (42) безпосередньо замiною (3) з урахуванням неперерв-
ностi матрицi Q(t) у точках iмпульсiв.

Нехай X(t) — ((n− s)× (n− s))- вимiрна фундаментальна матриця системи
звичайних диференцiальних рiвнянь

du1

dt
= M(t)u1, u1 ∈ Rn−s, (6)

а X(t, σ), X(σ, σ) = En−s – матрицант системи (6). Позначимо також

Q−1(τi)BiQ(τi) =

[
Bi,1 Bi,2

Bi,3 Bi,4

]
,

де Bi1, Bi2, Bi3, Bi4 при всiх i = 1, p є вiдповiдно ((n− s)× (n− s))-, ((n− s)× s)-,
(s× (n− s))- та (s× s)- вимiрними блоками.

2. Структура розв’язкiв вироджених лiнiйних однорiдних систем з
iмпульсною дiєю. Розглянемо вiдповiдну (1), (42) вироджену однорiдну iм-
пульсну систему

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t), t 6= τi, (7)
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∆x|t=τi
= Bix(τi). (8)

Її розв’язки будемо шукати у виглядi

x(t) =





Q(t)

[
X(t)

0

]
c0, t ∈ [a, τ1],

Q(t)

[
X(t)

0

]
cj, t ∈ (τj, τj+1], j ∈ 1, p− 1,

Q(t)

[
X(t)

0

]
cp, t ∈ (τp, b],

(9)

де c0, ci ∈ Rn−s, i = 1, p – довiльнi сталi вектори. Оскiльки Q(t) i X(t) є непе-
рервними матрицями на [a, b] то умови iмпульсiв (8) можемо записати так:

Q(τi)

[
X(τi)

0

]
ci = (En−s + Bi)Q(τi)

[
X(τi)

0

]
ci−1.

Домножуючи злiва на Q−1(τi), одержимо:
[

X(τi)ci

0

]
=

[
En−s + Bi,1 Bi,2

Bi,3 Es + Bi,4

] [
X(τi)ci−1

0

]
. (10)

Розглядаючи (10) як лiнiйну алгебраїчну систему вiдносно ci, i, беручи до
уваги, що detX(t) 6= 0, бачимо, що вона сумiсна тодi i тiльки тодi, коли Bi3 є
нуль-матрицею. Отже, без обмеження загальностi можемо прийняти, що матри-
цi Bi задовольняють умову

Q−1(τi)BiQ(τi) =

[
Bi,1 Bi,2

0 Bi,4

]
. (11)

При цьому якщо det(En−s +Bi,1) 6= 0, то iснує взаємно однозначний зв’язок мiж
ci та ci−1:

ci = X−1(τi)(En−s + Bi,1)X(τi)ci−1. (12)

Пiдставляючи (12) у (9), одержимо значення розв’язку x(t) на кожному з iн-
тервалiв (τi, τi+1]:

x(t) = Xn−s(t)c0, (13)

де Xn−s(t) – (n× (n− s))- вимiрна матриця, стовпцями якої є лiнiйно незалежнi
розв’язки системи (7), (8):

Xn−s(t) = Q(t)

[
Ωx(t)

0

]
,

де

Ωx(t)=





X(t), t ∈ [a, τ1],

X(t, τ1)(En−s+B1,1)X(τ1), t ∈ (τ1, τ2],

X(t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+Bν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+B1,1)X(τ1), t∈(τi, τi+1], i≥2,
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є [9] фундаментальною ((n − s) × (n − s))- вимiрною матрицею невиродженої
лiнiйної однорiдної iмпульсної системи

du1

dt
= M(t)u1, t 6= τi, ∆u1|t=τi

= Bi,1u1(τi). (14)

Для матрицанта Ωx(t, σ), Ωx(σ, σ) = En−s, τj−1 < σ ≤ τj < τi < t ≤ τi+1 маємо:

Ωx(t, σ)=Ωx(t)Ω
−1
x (σ)=X(t, τi)

(
j+1∏
ν=i

(En−s+Bν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+Bj,1)X(τj, σ).

3. Спряженi системи. Розглянемо вироджену диференцiально-алгебраїчну
систему з iмпульсною дiєю

d

dt

(
B>(t)y(t)

)
= −A>(t)y(t), (15)

∆
(
B>y

)
|t=τi

= −(En + B>
i )−1B>

i B>(τi)y(τi), (16)

яку будемо називати спряженою до системи (7),(8).
Вiдомо [6,7], що розв’язок системи без iмпульсiв (15) має вигляд

y(t) = P>(t)

[
Y (t)

0

]
d0,

де Y (t) — ((n − s) × (n − s))- вимiрна фундаментальна матриця спряженої до
(6) системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dv1

dt
= −M>(t)v1, v1 ∈ Rn−s, (17)

де d0 ∈ Rn−s – довiльна стала. Через Y (t, σ) позначимо матрицант системи (17).
З урахуванням вищенаведеного, будемо шукати розв’язок iмпульсної систе-

ми (15), (16) у виглядi

y(t) = yi(t) = P>(t)

[
Y (t)

0

]
di, t ∈ (τi, τi+1], di ∈ Rn−s. (18)

Оскiльки

B(t) = P−1(t)

[
En−s 0

0 I

]
Q−1(t),

то

B>yi(t) =

(
P−1(t)

[
En−s 0

0 I

]
Q−1(t)

)>
P>(t)

[
Y (t)

0

]
di =

=
(
Q>(t)

)−1
[
En−s 0

0 I>

] [
Y (t)

0

]
di =

(
Q>(t)

)−1
[

Y (t)
0

]
di.

(19)
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Враховуючи (11), (19) i неперервнiсть матрицi B(t), для iмпульсу (16) в точцi
t = τi маємо:

B>(τi)y(τi + 0) =
(
En − (En + B>

i )−1B>
i

)
B>(τi)y(τi),

B>(τi)y(τi + 0) =
(
En + B>

i

)−1
B>(τi)y(τi),

(
Q>(τi)

)−1
[

Y (τi)
0

]
di =

(
En + B>

i

)−1 (
Q>(τi)

)−1
[

Y (τi)
0

]
di−1,

[
Y (τi)

0

]
di = Q>(τi)

(
En + B>

i

)−1 (
Q>(τi)

)−1
[

Y (τi)
0

]
di−1,

[
Y (τi)

0

]
di =

(
En + Q>(τi)B

>
i

(
Q>(τi)

)−1
)−1

[
Y (τi)

0

]
di−1,

[
Y (τi)

0

]
di =

(
En + (Q−1(τi)BiQ(τi))

>
)−1

[
Y (τi)

0

]
di−1,

[
Y (τi)

0

]
di =

[
En−s + B>

i,1 0
B>

i,2 Es + B>
i,4

]−1 [
Y (τi)

0

]
di−1.

Якщо det (En−s+Bi,4) 6= 0, то

[
Y (τi)

0

]
di =

[ (
En−s + B>

i,1

)−1
0

−(
En−s+B>

i,4

)−1
B>

i,2

(
En−s+B>

i,1

)−1 (
En−s+B>

i,4

)−1

][
Y (τi)

0

]
di−1,

i остаточно алгебраїчна система для знаходження di має наступний вигляд:

[
Y (τi)

0

]
di =

[ (
En−s + B>

i,1

)−1
Y (τi)

− (
En−s + B>

i,4

)−1
B>

i,2

(
En−s + B>

i,1

)−1
Y (τi)

]
di−1. (20)

Система (20) сумiсна (а отже, можемо продовжити розв’язок спряженої системи
(15), (16) з iнтервалу t ∈ (τi−1, τi] на iнтервал t ∈ (τi, τi+1]) тодi i тiльки тодi,
коли Bi,2 є нульовою матрицею, i при цьому її розв’язком є

di = Y −1(τi)
(
En−s + B>

i,1

)−1
Y (τi)di−1.

За iндукцiєю одержимо

di = Y −1(τi)

(
1∏

ν=i

(
En−s + B>

ν,1

)−1
Y (τν , τν−1)

)
Y (τ0)d0. (21)

Пiдставляючи (21) в (18), отримаємо розв’язок y(t) системи (15), (16):

y(t) = Yn−s(t)d0, (22)
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де Yn−s(t) – (n× (n− s))- вимiрна матриця, стовпцi якої є лiнiйно незалежними
розв’язками спряженої системи (15), (16):

Yn−s(t) = P>(t)

[
Ωy(t)

0

]
,

де

Ωy(t)=





Y (t), t ∈ [a, τ1],

Y (t, τ1)(En−s+B1,1)Y (τ1), t ∈ (τ1, τ2],

Y (t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+Bν,1)Y (τν , τν−1)

)
(En−s+B1,1)Y (τ1), t∈(τi, τi+1], i≥2

є фундаментальною ((n − s) × (n − s))- вимiрною матрицею спряженої до (14)
невиродженої лiнiйної однорiдної iмпульсної системи

dv1

dt
= −M>(t)v1, t 6= τi, ∆v1|t=τi

= − (
En−s + B>

i,1

)−1
B>

i,1v1(τi). (23)

Зауваження 1. З вищенаведених мiркувань випливає, що матрицi Bi по-
виннi мати наступну структуру:

Bi = Q(τi)

[
Bi,1 0
0 Bi,4

]
Q−1(τi), det(En−s+Bi,1) 6= 0, det(Es+Bi,4) 6= 0, (24)

а тому надалi будемо розглядати матрицi Bi саме вигляду (24).

Залежнiсть мiж розв’язками системи (7), (8) та розв’язками спряженої до
неї системи (15), (16) встановлює наступна лема.

Лема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi
1) для будь-яких розв’язкiв x(t) системи (7), (8), (24) i розв’язкiв y(t) си-

стеми (15), (16), (24) виконується рiвнiсть

〈B(t)x(t), y(t)〉 = const ∀t ∈ R; (25)

2) фундаментальнi матрицi Xn−s(t) i Yn−s(t) вiдповiдних вироджених си-
стем (7), (8), (24) i (15), (16), (24) задовольняють спiввiдношення

Y >
n−s(t)B(t)Xn−s(t) = C, (26)

де C – невироджена квадратна (n−s)- вимiрна стала матриця, причому якщо
фундаментальнi матрицi X(t) i Y (t) взаємно спряжених систем звичайних
диференцiальних рiвнянь (6) i (17) вибрати так, щоб

Y >(t0)X(t0) = En−s, (27)

при деякому t = t0 ∈ [a, b], тодi

Y >
n−s(t)B(t)Xn−s(t) = En−s. (28)
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Доведення. 1. Оскiльки на кожному з iнтервалiв t ∈ (τi, τi+1) виконуються
рiвностi B(t)dx

dt
= A(t)x(t) i d

dt

(
B>(t)y(t)

)
= −A>(t)y(t), то

d
dt
〈B(t)x(t), y(t)〉= d

dt
〈x(t), B>(t)y(t)〉=〈dx(t)

dt
, B>(t)y(t)〉+〈x, d

dt

(
B>(t)y(t)

)〉=

=〈B(t)dx(t)
dt

, y(t)〉+〈x, d
dt

(
B>(t)y(t)

)〉= 〈A(t)x(t), y(t)〉+〈x,−A>(t)y(t)〉=0.

Отже, 〈B(t)x(t), y(t)〉 = mi = const при t ∈ (τi, τi+1). Покажемо, що mi = m ∀i =
1, p, тобто що

∆〈B(t)x(t), y(t)〉|t=τi
= 0.

Справдi,

∆〈B(t)x(t), y(t)〉|t=τi
= ∆〈x(t), B>(t)y(t)〉|t=τi

=

= 〈x(τi + 0), B>(τi)y(τi + 0)〉 − 〈x(τi), B
>(τi)y(τi)〉 =

= 〈(En+Bi)x(τi),
(
En−(En+B>

i )−1B>
i

)
B>(τi)y(τi)〉−〈x(τi), B

>(τi)y(τi)〉=

= 〈x(τi), (En + B>
i )(En + B>

i )−1B>(τi)y(τi)〉 − 〈x(τi), B
>(τi)y(τi)〉 =

= 〈x(τi), B
>(τi)y(τi)〉 − 〈x(τi), B

>(τi)y(τi)〉 = 0.

Отже, mi+1 = mi = m = const.
2. Сталiсть матрицi C випливає з попереднього пункту, оскiльки стовпцями

матриць Xn−s(t) i Yn−s(t) є розв’язки вiдповiдних iмпульсних систем. Покажемо,
що C є неособливою матрицею.

Y >
n−s(t)B(t)Xn−s(t)=

(
P>(t)

[
Ωy(t)

0

])>
P−1(t)

[
En−s 0

0 I

]
Q−1(t)Q(t)

[
Ωx(t)

0

]
=

= Ω>
y (t)Ωx(t) =

(
Y (t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+Bν,4)Y (τν , τν−1)

)
(En−s+B1,1)Y (τ1)

)>
×

×X(t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+Bν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+B1,1)X(τ1) =

= Y >(τ1)(En−s+B>
1,1)

(
i∏

ν=2

Y >(τν , τν−1)(En−s+B>
ν,4)

)
Y (t, τi)X(t, τi)×

×
(

2∏
ν=i

(En−s+Bν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+B1,1)X(τ1).

Оскiльки для матрицантiв X(t, σ) i Y (t, σ) маємо, що Y >(t, σ)X(t, σ) = En−s, то

Y >
n−s(t)B(t)Xn−s(t)= Y >(τ1)X(τ1) = C. (29)

Оскiльки detX(τ1) 6= 0, detY (τ1) 6= 0, то C теж є невиродженою матрицею. Крiм
того, з (29) очевидно, що з (27) випливає (28). Лема доведена.
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4. Структура загального розв’язку неоднорiдних систем. З’ясуємо стру-
ктуру загального розв’язку неоднорiдної системи (1), (42). Попередньо введемо
деякi позначення:

U(t) = [Xn−s(t), Φ(t)], V (t) = [Yn−s(t), Ψ(t)]>, H(t) =

[
Ωx(t) 0

0 Q−1
22 (t)

]
,

Φ(t) = [ϕ
(1)
1 (t), . . . , ϕ

(s1)
1 (t), . . . , ϕ(1)

r (t), . . . , ϕ(sr)
r (t)],

Ψ(t) = [ψ
(s1)
1 (t), . . . , ψ

(1)
1 (t), . . . , ψ(sr)

r (t), . . . , ψ(1)
r (t)].

Вiдомо [7], що перетворювальну матрицю Q(t) можна представити у виглядi
добутку матриць Q(t) = Q1(t)Q2(t), де

Q1(t) = [q1(t), . . . , qn−s(t), Φ(t)],

вектори qi(t) ∈ Cm+1[a, b], i = 1, n− s доповнюють вектори ϕ
(j)
i (t), j = 1, si, i =

1, r до повного базису в Ck[a, b], Q2(t) – нижньотрикутна матриця з одиницями
на дiагоналi, тобто

Q2(t) =

[
Q11(t) 0
Q21(t) Q22(t)

]
,

де Q11(t), Q22(t) – нижньотрикутнi матрицi вiдповiдно (n− s)- та s-го порядкiв
з одиницями на дiагоналi.

При цьому неважко переконатися, що мають мiсце матричнi рiвностi

Q−1
2 (t) =

[
Q−1

11 (t) 0

−Q−1
22 (t)Q21(t)Q

−1
11 (t) Q−1

22 (t)

]
,

Φ(t) = Q1(t)

[
0

Es

]
= Q(t)

[
0

Q−1
22 (t)

]
, U(t) = Q(t)H(t),

U−1(τi + 0)(En + Bi)U(τi) =

=
(
Q(τi+0)H(τi+0)

)−1
Q(τi)

[
En−s+Bi,1 0

0 Es+Bi,4

]
Q−1(τi)Q(τi)H(τi)=

= H−1(τi + 0)

[
En−s + Bi,1 0

0 Es + Bi,4

]
H(τi) =

=

[
Ω−1

x (τi + 0)(En−s + Bi,1)Ωx(τi) 0

0 Q22(τi)(Es + Bi,4)Q
−1
22 (τi)

]
=

=

[
En−s 0

0 Q22(τi)(Es + Bi,4)Q
−1
22 (τi)

]
.

(30)
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Згiдно [6, 7], розв’язок системи (1), (42) на iнтервалi t ∈ [a, τ1] має вигляд

x(t) = x0(t) = Xn−s(t)c0 +

t∫

a

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ − Φ(t)r(t), (31)

тобто

x0(t) = U(t)


 c0 +

t∫
a

Y >
n−s(σ)f(σ)dσ

−r(t)


 ,

де

r(t) =
m−1∑

k=0

Ik dk

dtk

((
Ψ>(t)L(t)Φ(t)

)−1
Ψ>(t)f(t)

)
.

Пiсля iмпульсного збурення в точцi t = τi продовжимо розв’язок x0(t) ви-
гляду (31) з iнтервалу t ∈ [a, τi] на розв’язок x1(t) вигляду

x1(t) = Xn−s(t)c1 +

t∫

τ1

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ − Φ(t)r(t), (32)

який визначений на iнтервалi t ∈ (τ1, τ2]. Перехiд вiд x0(t) до x1(t) визначається
iмпульсом (42) в точцi t = τ1. Для знаходження зв’язку мiж c0 i c1 пiдставимо
(31), (32) в (42) при i = 1:

x1(τ1 + 0) = (E+ B1)x0(τ1) + b1,

U(τ1 + 0)

[
c1

−r(τ1)

]
= (E+ B1)U(τ1)


 c0 +

τ1∫
a

Y >
n−s(σ)f(σ)dσ

−r(τ1)


 + b1.

Беручи до уваги (30), одержимо:

[
c1

0

]
=




c0+
τ1∫
a

Y >
n−s(σ)f(σ)dσ

−Q22(τ1)(Es + B1,4)Q
−1
22 (τ1)r(τ1)


+

[
Ω−1

x (τ1 + 0, 0) 0

0 Q22(τ1)

]
Q−1(τ1)b1.

Зрозумiло, що останнє рiвняння є сумiсним не при всiх значеннях b1. Для його
сумiсностi необхiдно i досить, щоб вектор b1 мав наступну структуру:

b1 = Q(τ1)

[
a1

(Es + B1,4)Q
−1
22 (τ1)r(τ1)

]
, (33)

де a1 ∈ Rn−s – деякий сталий вектор. При цьому одержимо таке значення c1:

c1 = c0+

τ1∫

a

Y >
n−s(σ)f(σ)dσ + Ω−1

x (τ1 + 0, 0)a1. (34)
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Пiдставляючи його в x1(t) вигляду (32), одержимо:

x1(t) = Xn−s(t)

(
c0+

τ1∫
a

Y >
n−s(σ)f(σ)dσ + Ω−1

x (τ1 + 0, 0)a1

)
+

+
t∫

τ1

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ − Φ(t)r(t).

(35)

Остаточно

x1(t) = Xn−s(t)c0 +
t∫

τ1

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ+

+Xn−s(t)Ω
−1
x (τ1 + 0, 0)a1 − Φ(t)r(t).

(36)

Мiркуючи аналогiчно, можемо переконатися, що справедливим є наступне
твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Bi i вектори
bi мають вигляд вiдповiдно (24) i (37):

bi = Q(τi)

[
ai

(Es + Bi,4)Q
−1
22 (τi)r(τi)

]
, (37)

де ai ∈ Rn−s.
Тодi на iнтервалi t ∈ (τi, τi+1] розв’язок x(t) = xi(t) визначається за фор-

мулою

x(t) = Xn−s(t)c0 +
t∫

a

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ+

+
∑

a<τi<t

Xn−s(t)Ω
−1
x (τi + 0, 0)ai − Φ(t)r(t).

(38)

Щодо розв’язностi початкової задачi для системи (7), (8) справедливою є
наступна теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Bi i вектори
bi мають вигляд вiдповiдно (24) i (37). Тодi для того, щоб задача Кошi (7),
(8), (39)

x(t0) = x0, t0 ∈ [a, b], (39)

мала розв’язок, необхiдно i достатньо, щоб вектор x0 задовольняв умову
k−1∑
i=0

di

dti
〈A(t0)x0 + f(t0), ψ

k−i
j (t0)〉 = 0; j = 1, r, k = 1, sj. (40)

При цьому розв’язок задача Кошi (7), (8), (39) єдиний i має наступний вигляд

x(t) = Xn−s(t) [En−s, 0] Q−1(t0)x0 +
t∫

t0

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ+

+
∑

t0<τi<t

Xn−s(t)Ω
−1
x (τi + 0, t0)ai − Φ(t)r(t).

(41)
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Доведення. Вiдомо [7], що (41) є необхiдною i достатньою умовою того,
щоб x0 було допустимим початковим значенням розв’язку x(t) = x0(t). У разi
виконання умов (24) i (37) розв’язок x(t) єдиним чином переходить через точку
iмпульсу на наступний промiжок, тобто iснує єдиний розв’язок x(t) з початко-
вим значенням x(t0) = x0. Пiдставимо t = t0 в (38):

x(t0) = x0 = Xn−s(t0)c0 − Φ(t0)r(t0) = U(t0)

[
c0

−r(t0)

]
.

Беручи до уваги, що Ωx(a, a) = En−s, одержимо:
[

c0

−r(t0)

]
= U−1(t0)x0 = H−1(t0)Q

−1(t0)x0 =

[
En−s 0

0 Q22(t0)

]
Q−1(t0)x0.

Отже, зв’язок мiж x0i сталою c0 має вигляд

c0 = [En−s, 0] Q−1(0)x0,

з чого одержуємо (41).

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), t 6= τi, x, f ∈ Rn, (1’)

∆x|t=τi
≡ x(τi + 0)− x(τi) = Bix(τi) + bi. (42)

Висновки. У данiй роботi дослiджено виродженi алгебро-диференцiальнi си-
стеми, якi пiддаються iмпульсному впливу у фiксованi моменти часу. Для таких
систем з’ясовано структуру загального розв’язку та розв’язку задачi Кошi, зна-
йдено допустимi початковi умови, при яких iснує розв’язок задачi Кошi.

1. Чуа Л.О., Лин Пен-Мин Машинный анализ электронных схем: Алгоритмы и вычисли-
тельные методы. — М.: Энергия, 1980. — 640 с.

2. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. — М.: Наука, 1988. — 552 с.
3. Campbell S.L., Petzold L.R. Canonicak forms and solvable singular systems of differential

equations // SIAM J. Algebr. Discrete Methods. – 1983. – № 4. – P. 517-521.
4. Gerdin M. Parameter estimation in linear descriptor systems. – Sweden, 2004. Printed by

UniTryck, Linkoping Univ.
5. Чистяков В.Ф., Щеглова А.А. Избранные главы теории алгебро-дифференциальных си-

стем. – М.: Наука, 2003. – 320 с.
6. Самойленко А.М., Яковец В.П. О приводимости выррожденной линейной системы к цен-

тральной канонической форме // Доп. НАН України. – 1993.– №4. – С. 10–15.
7. Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь

з виродженнями. – К.: Вища школа., 2000. – 294 с.
8. Бойчук О.А., Шегда Л.М. Виродженi крайовi задачi// Нелiнiйнi коливання. – 2007.– 10,

№3. – С. 303–312.
9. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с импульсным

воздействием.– К.: Вища школа, 1987.–288с.

Одержано 03.06.2009

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 18


