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УДК 517.946

В. В. Маринець (Ужгородський нац. ун-т)

ПРО ОДНУ КРАЙОВУ ЗАДАЧУ ДЛЯ КВАЗIЛIНIЙНОГО
РIВНЯННЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

The boundary value problem of for quazilinear differential equation has been researched and one
two-sided method’s modification of the approximate integration of this problem has been con-
structed.

За допомогою монотонного двостороннього методу дослiджено крайову задачу для квазiлi-
нiйного диференцiального рiвняння, доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку, про
диференцiальну нерiвнiсть, отримано умову належностi розв’язку поставленої задачi просто-
ру C(1.1)(D) ∩ C(D).

Дослiджується задача Гурса-Дарбу у випадку квазiлiнiйного рiвняння гiпер-
болiчного типу та будується одна модифiкацiя двостороннього методу її iнтег-
рування.

Нехай в R2 задана обмежена область D = D1∪D2∪D3, D1 = {(x, y)|x ∈ (x1, x0],
y ∈ [y1, y2)}, D2 = {(x, y)|x ∈ [x1, x0], y ∈ (g1(x), y1)}, D3 = {(x, y)|x ∈ [x0, x2],
y ∈ [y1, g2(x))}, x1 < x0 < x2, y0 < y1 < y2, y = gj(x), j = 1, 2 – заданi „вiль-
нi“ кривi, причому gj(x) < 0, x ∈ [x0, xj], причому y0 = g1(x0), y2 = g2(x0),
gj(xj) = y1, j = 1, 2.

Дослiдимо задачу [1]: в просторi функцiй C∗(D) = C(1.1)(D) ∩ C(D) знайти
розв’язок диференцiального рiвняння

Uxy(x, y) + a1(x, y)Ux(x, y) + a2(x, y)Uy(x, y) = f(x, y, U(x, y)), (1)

який задовольняє умови

U(x, y2) = ϕ0(x), x ∈ (x1, x0), U(x1, y) = ψ(y), y ∈ [y1, y2], (2)

U(x, g1(x)) = ϕ1(x), x ∈ [x1, x0], (3)

U(x, g2(x)) = ϕ2(x), x ∈ [x0, x2], (4)

де для вiдомих неперервно-диференцiйовних функцiй ψ(y), ϕk(x), k = 0, 1, 2
виконуються умови узгодженостi

ϕ1(x1) = ψ(y1), ϕ2(x0) = ϕ0(x0), ϕ0(x1) = ψ(y2). (5)

Позначимо через Z1(x, y), (x, y) ∈ D1 – розв’язок задачi Гурса (1),(2), через
Z2(x, y), (x, y) ∈ D2 – розв’язок задачi Дарбу (1),(3) i Z2(x, y1) = Z1(x, y1),
x ∈ [x1, x0], а Z3(x, y), (x, y) ∈ D3 – розв’язок задачi Дарбу (1),(4) i Z3(x0, y) =
Z1(x0, y), y ∈ [y1, y2]. Тодi, очевидно, розв’язок задачi (1)–(5) U(x, y) = Zi(x, y),
(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3.

Надалi вважатимемо, що a1(x, y) ∈ C(1.0)(D), a2(x, y) ∈ C(0.1)(D), а f(x, y,
U(x, y)) ≡ f [U(x, y)] ∈ C(B), f : B → R, B ⊂ R3, (x, y) ∈ D.

Неважко показати, що [4, 5]

Zi(x, y) = ωi(x, y) + TiFi[Zi(ξ, η)], (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3, (6)
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де

T1F1[Z1(x, y)] ≡
x∫

x1

y∫
y2

K0(x, y; ξ, η)F1[Z1(ξ, η)]dηdξ, (x, y) ∈ D1,

T2F2[Z2(x, y)] ≡
x∫

K1(y)

y∫
y1

K0(x, y; ξ, η)F2[Z2(ξ, η)]dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T3F3[Z3(x, y)] ≡
y∫

g2(x)

x∫
x0

K1(x, y; ξ, η)F3[Z3(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D3,

K0(x, y; ξ, η) ≡ exp(
η∫
y

a1(ξ, τ)dτ +
ξ∫

x

a2(τ, y)dτ),

K1(x, y; ξ, η) ≡ exp(
η∫
y

a1(x, τ)dτ +
ξ∫

x

a2(τ, η)dτ),

F1[Z(x, y)] = F2[Z(x, y)] ≡ f [Z(x, y)] + [a1(x, y)a2(x, y) + a2,y(x, y)]Z(x, y),
F3[Z(x, y)] ≡ f [Z(x, y)] + [a1(x, y)a2(x, y) + a1,x(x, y)]Z(x, y),

ω1(x, y) = ψ(y) exp(
x1∫
x

a2(ξ, y)dξ) +
x∫

x1

K0(x, y; ξ, y2)[ϕ
′
0(ξ) + a2(ξ, y2)ϕ0(ξ)]dξ,

ω2(x, y) = ϕ1(K1(y)) exp(
K1(y)∫

x

a2(ξ, y)dξ)+

+
x∫

K1(y)

K0(x, y; ξ, y2)[ϕ
′
0(ξ) + a2(ξ, y2)ϕ0(ξ)]dξ +

x∫
K1(y)

y1∫
y2

K0(x, y; ξ, η)F2[Z1(ξ, η)]dηdξ,

ω3(x, y) = ϕ2(x) exp(
g2(x)∫
y

a1(x, η)dη) +
y∫

g2(x)

K1(x, y; x1, η)[ψ′(η) + a1(x, η)ψ(η)]dη+

+
y∫

g2(x)

x0∫
x1

K1(x, y; ξ, η)F3[Z1(ξ, η)]dξdη.

Iз постановки задачi маємо Z1,x(x, y1) = Z2,x(x, y1), Z1,y(x0, y) = Z3,y(x0, y) а
iз (6) випливає, що Z1,y(x, y1) = Z2,y(x, y1) i Z1,x(x0, y) = Z3,x(x0, y), тобто, якщо
задача (1)–(5) має розв’язок, то вiн належатиме простору C∗(D).

Встановимо достатнi умови iснування в просторi C∗(D) єдиного розв’язку
задачi 1)–(5).

Надалi будемо вважати, що функцiї Fi[U(x, y)] ∈ C1(B), де C1(B) — простiр
функцiй, якi задовольняють наступнi умови:

1) Fi[U(x, y)] ∈ C(B), i = 1, 2, 3;

2) в просторi функцiй C(B1), B1 ⊂ R4, Πpx0yB1 = D, iснують такi фун-
кцiї Hi(x, y, U(x, y); V (x, y)) ≡ Hi[U(x, y); V (x, y)], що Hi[U(x, y); U(x, y)] ≡
Fi[U(x, y)] i для довiльних з простору C(D) пар функцiй U(x, y), V (x, y) ∈
B1, якi задовольняють умову U(x, y) ≥ V (x, y), (x, y) ∈ D, в областi B1

виконуються нерiвностi

Hi[U(x, y); V (x, y)] ≥ Hi[V (x, y); U(x, y)], i = 1, 2, 3; (7)
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3) функцiї Hi[U(x, y); V (x, y)] в областi B1 задовольняють умову Лiпшiца

|Hi[U1(x, y); V1(x, y)]−Hi[U2(x, y); V2(x, y)]| ≤
≤ L (|U1(x, y)− U2(x, y)|+ |V1(x, y)− V2(x, y)|) , (x, y) ∈ D;

для всяких неперервних функцiй Uj(x, y), Vj(x, y) ∈ B1, j = 1, 2, L — стала
Лiпшiца.

Очевидно H1[U(x, y); V (x, y)] ≡ H2[U(x, y); V (x, y)], а якщо функцiя f [U(x, y)] ∈
C(B) i має обмежену частинну похiдну першого порядку по U(x, y), то Fi[U(x, y)],
i = 1, 2, 3, завжди належить просторовi C1(B).

Введемо позначення:

F p
i (x, y) ≡ Hi[Zi,p(x, y); Vi,p(x, y)],

Fp,i(x, y) ≡ Hi[Vi,p(x, y); Zi,p(x, y)], (x, y) ∈ Di,

ωp
i (x, y) = ωi(x, y) |Fi[Z1(x,y)]=F p

i (x,y), ωi,p(x, y) = ωi(x, y) |Fi[Z1(x,y)]=Fi,p(x,y),

ωp
1(x, y) = ω1,p(x, y) = ω1(x, y), p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ Di

αi,p(x, y) = Zi,p(x, y)− ωp
i (x, y)− TiF

p
i (ξ, η),

βi,p(x, y) = Vi,p(x, y)− ωp
i (x, y)− TiFi,p(ξ, η), (x, y) ∈ Di,

(8)

Wi,p(x, y) = Zi,p(x, y)− Vi,p(x, y), i = 1, 2, 3, p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ Di.

Побудуємо послiдовностi функцiй {Zi,p(x, y)}, {Vi,p(x, y)} згiдно формул [4,5]

Zi,p+1(x, y) = ωp
i (x, y) + TiF

p
i (ξ, η),

Vi,p+1(x, y) = ωi,p(x, y) + TiFi,p(ξ, η), (x, y) ∈ Di,
(9)

i = 1, 2, 3, p = 0, 1, 2..., де за нульове наближення Zi,0(x, y), Vi,0(x, y) ∈ B1,
вибираємо довiльнi функцiї з простору C(Di), якi задовольняють умови

αi,0(x, y) ≥ 0, βi,0(x, y) ≤ 0, Wi,0(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Di. (10)

Справедлива наступна

Лема 1. Нехай Fi[U(x, y)] ∈ C1(B), i = 1, 2, 3, i iнтегральнi рiвняння (6) в
просторi функцiй C(Di) мають розв’язки, якi при (x, y) ∈ Di задовольняють
умови

Vi,0(x, y) ≤ Zi(x, y) ≤ Zi,0(x, y), i = 1, 2, 3, (x, y) ∈ Di. (11)

Тодi в областi B1 справедливi нерiвностi (10).

Лема 2. Якщо Fi[U(x, y)] ∈ C1(B), i = 1, 2, 3, то множина функцiй нульо-
вого наближення Zi,0(x, y), Vi,0(x, y) ∈ C(Di), якi задовольняють умови (10),
непорожня.

Доведення. Нехай

Z∗
i (x, y) = ωi,0(x, y) + TiFi[h(ξ, η)],

V ∗
i (x, y) = ω0

i (x, y) + TiFi[h(ξ, η)], (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3,
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де h(x, y) ∈ C(D) – довiльна в областi B функцiя. Вважаючи, що визначенi
таким чином функцiї Z∗

i (x, y), V ∗
i (x, y) ∈ B1, позначимо

Z∗
i (x, y)− ω0

i (x, y)− TiHi[Z
∗
i (ξ, η); V ∗

i (ξ, η)] = α∗i (x, y),

V ∗
i (x, y)− ωi,0(x, y)− TiHi[V

∗
i (ξ, η); Z∗

i (ξ, η)] = β∗i (x, y),

(x, y) ∈ Di.

Тодi функцiї
Zi,0(x, y) = Z∗

i (x, y) + |α∗i (x, y)| ,
Vi,0(x, y) = V ∗

i (x, y)− |β∗i (x, y)| ,
при умовi, що Zi,0(x, y), Vi,0(x, y) ∈ B1, є функцiями нульового наближення,
якi задовольняють умови (10). Дiйсно, поскiльки Kj(x, y; ξ, η) > 0, j = 1, 2, то
приймаючи до уваги умову (7), маємо:

W1,0(x, y) = |α∗i (x, y)|+ |β∗i (x, y)|+ ωi,0(x, y)− ω0
i (x, y) ≥ 0, i = 1, 2, 3,

αi,0(x, y) = |α∗i (x, y)|+ α∗i (x, y)+

+Ti {Hi[Z
∗
i (ξ, η); V ∗

i (ξ, η)]−Hi[Zi,0(ξ, η); Vi,0(ξ, η)]} ≥ 0,

βi,0(x, y) = − |β∗i (x, y)|+ β∗i (x, y)+

+Ti {Hi[V
∗
i (ξ, η); Z∗

i (ξ, η)]−Hi[Vi,0(ξ, η); Zi,0(ξ, η)]} ≤ 0, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3.

Iз (8) та (9) одержимо

Zi,p(x, y)− Zi,p+1(x, y) = αi,p(x, y),

Vi,p(x, y)− Vi,p+1(x, y) = βi,p(x, y),
(12)

αi,p(x, y) + αi,p+1(x, y) = Zi,p(x, y)− Zi,p+2(x, y),

βi,p(x, y) + βi,p+1(x, y) = Vi,p(x, y)− Vi,p+2(x, y),
(13)

Wi,p+1(x, y) = ωp
i (x, y)− ωi,p(x, y) + Ti[F

p
i (ξ, η)− Fi,p(ξ, η)], (14)

αi,p+1(x, y) = ωp
i (x, y)− ωp+1

i (x, y) + Ti[F
p
i (ξ, η)− F p+1

i (ξ, η)],

βi,p+1(x, y) = ωi,p(x, y)− ωi,p+1(x, y) + Ti[Fi,p(ξ, η)− Fi,p+1(ξ, η)],
(15)

(x, y)Di, i = 1, 2, 3, p = 0, 1, 2, ....
Враховуючи (7), (10), iз (12) та (14) при p = 0 одержимо

Zi,0(x, y) ≥ Zi,1(x, y), Vi,0(x, y) ≤ Vi,1(x, y),

Wi,1(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3.

Нехай при (x, y) ∈ Di справедливi нерiвностi

Vi,0(x, y) ≤ Zi,1(x, y), Zi,0(x, y) ≤ Vi,1(x, y). (16)

Тодi, враховуючи попереднi нерiвностi, при (x, y) ∈ Di маємо

Vi,0(x, y) ≤ Zi,1(x, y) ≤ Vi,1(x, y) ≤ Zi,0(x, y), (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3,
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тобто якщо Zi,0(x, y), Vi,0(x, y) ∈ B1, то i Zi,1(x, y), Vi,1(x, y) ∈ B1, i = 1, 2, 3.
Iз (15) при p = 0 одержимо αi,1 ≤ 0, βi,1 ≥ 0 для ∀(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3, а

отже iз (12) та (14) при p = 1 i (x, y) ∈ Di випливає

Zi,1(x, y) ≤ Zi,2(x, y), Vi,1(x, y) ≥ Vi,2(x, y),Wi,2(x, y) ≥ 0.

Оскiльки в силу умов (7), (16) при (x, y) ∈ Di

αi,0(x, y) + αi,1(x, y) = Zi,0(x, y)− Vi,1(x, y) + ωi,0(x, y)−
−ω1

i (x, y) + Ti[Fi,0(ξ, η)− F 1
i (ξ, η)] ≥ 0,

βi,0(x, y) + βi,1(x, y) = Vi,0(x, y)− Zi,1(x, y) + ω0
i (x, y)−

−ωi,1(x, y) + Ti[F
0
i (ξ, η)− Fi,1(ξ, η)] ≤ 0,

то iз (13) при p = 0 i (x, y) ∈ Di маємо

Zi,0(x, y) ≥ Zi,2(x, y), Vi,0(x, y) ≤ Vi,2(x, y), i = 1, 2, 3.

Але
Zi,p+1(x, y)− Vi,p+2(x, y) = ωp

i (x, y)−
−ωi,p+1(x, y) + Ti[F

p
i (ξ, η)− Fi,p+1(ξ, η)],

Vi,p+1(x, y)− Zi,p+2(x, y) = ωi,p(x, y)−
−ωp+1

i (x, y) + Ti[Fi,p(ξ, η)− F p+1
i (ξ, η)],

(17)

(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3 для ∀p ∈ N , а отже враховуючи попереднi нерiвностi iз
(17) при p = 0 одержимо

Zi,1(x, y) ≤ Vi,2(x, y), Vi,1(x, y) ≥ Zi,2(x, y), (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3,

тобто в областi B1 виконуються умови

Vi,0(x, y) ≤ Zi,1(x, y) ≤ Vi,2(x, y) ≤ Zi,2(x, y) ≤ Vi,1(x, y) ≤ Zi,0(x, y),

(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3.

Методом математичної iндукцiї переконуємося, що при виконаннi умов (16)
справедливими будуть нерiвностi

αi,2p(x, y) + αi,2p+1(x, y) ≥ 0, αi,2p+1(x, y) + αi,2p+2(x, y) ≤ 0,

βi,2p(x, y) + βi,2p+1(x, y) ≤ 0, βi,2p+1(x, y) + βi,2p+2(x, y) ≥ 0,

Vi,2p(x, y) ≤ Zi,2p+1(x, y) ≤ Vi,2p+2(x, y) ≤ Zi,2p+3(x, y) ≤
≤ Vi,2p+3(x, y) ≤ Zi,2p+2(x, y) ≤ Vi,2p+1(x, y) ≤ Z2p(x, y),

(18)

(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3 для ∀p ∈ N , а отже для довiльних p Zi,p(x, y), Vi,p(x, y) ∈
B1.

Таким чином справедлива

Теорема 1. Нехай Fi[U(x, y)] ∈ C1(B), i = 1, 2, 3, а функцiї нульового на-
ближення Zi,0(x, y), Vi,0(x, y) ∈ C(Di) задовольняють умови (10).

Тодi послiдовностi функцiй {Zi,p(x, y)}, {Vi,p(x, y)}, побудованi згiдно фор-
мул (9), при виконаннi умов (16) в областi B1 задовольняють нерiвностi (18)
∀p = 0, 1, 2, ....
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Покажемо, що побудованi послiдовностi функцiй {Zi,p(x, y)} та {Vi,p(x, y)} в
областi Di при p →∞ збiгаються рiвномiрно до єдиного розв’язку iнтегральних
рiвнянь (6). В силу виконання в областi B1 нерiвностей (18), для цього достатньо
показати, що

|Wi,p(x, y)|
Di

⇒
p→∞

0.

Нехай max
i

sup
Di

Wi,0(x, y) ≤ d, max
j

sup
D×D

Kj(x, y; ξ, η) ≤ 0, 5C. Тодi iз (14) мето-

дом математичної iндукцiї переконуємося в справедливостi оцiнок

|Wi,p(x, y)| ≤ [CLQ(x− x1 + y2 − y)]p

p!
d, ∀p = 0, 1, 2, ...,

де Q = sup {1, x− x1 + y2 − y}, а отже, в силу нерiвностей (18)

lim
p→∞

Zi,p(x, y) = lim
p→∞

Vi,p(x, y) = Zi(x, y), (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3. (19)

Щоб переконатися в тому, що граничнi функцiї Zi(x, y) є розв’язками вiд-
повiдних iнтегральних рiвнянь (6), достатньо в (9) перейти до границi, коли
p →∞.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi послiдовностi фун-
кцiй {Zi,p(x, y)} та {Vi,p(x, y)}, визначенi згiдно закону (9), (10), (16), збiгаю-
ться абсолютно i рiвномiрно до єдиного розв’язку вiдповiдних iнтегральних
рiвнянь (6) при (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3, причому в областi B1 справедливi нерiв-
ностi

Vi,2p(x, y) ≤ Zi,2p+1(x, y) ≤ Vi,2p+2(x, y) ≤ Zi,2p+3(x, y) ≤ Zi(x, y) ≤
≤ Vi,2p+3(x, y) ≤ Zi,2p+2(x, y) ≤ Vi,2p+1(x, y) ≤ Zi,2p(x, y),

(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, 3,

(20)

для ∀p ∈ N , де Zi(x, y) – єдиний розв’язок вiдповiдних iнтегральних рiвнянь
(6).

Доведення. Єдинiсть розв’язку iнтегральних рiвнянь (6)доводиться мето-
дом вiд супротивного. Для доведення нерiвностей (20) припустимо, що для де-
якого номера p ∈ N в деякiй точцi (x, y) ∈ Di Zi,2p+1(x, y) > Zi(x, y). Тодi для
∀k ∈ N в силу нерiвностей (18) в точцi (x, y) Zi,2(p+k)+1(x, y) > Zi(x, y), а отже
послiдовнiсть функцiй

{
Zi,2(p+k)+1(x, y)

}
при k →∞ в точцi (x, y) не збiгається

до розв’язку рiвняння (6), що суперечить доведеному. Аналогiчно доводяться
всi iншi нерiвностi в (20).

Наслiдок 1. Нехай ψ(y) = ϕj(x) = 0, j = 0, 1, 2, Fi[U(x, y)] ∈ C1(B), причо-
му Fi[U(x, y)] ≡ Hi[U(x, y); 0]. Тодi, якщо Fi[0] ≤ (≥)0 в областi B, то розв’язок
задачi (1)-(4) при (x, y) ∈ D задовольняє нерiвнiсть U(x, y) ≤ (≥)0.

Наслiдок 2. Якщо рiвняння (1) є лiнiйним, тобто f(x, y, U(x, y)) ≡ f(x, y)+
a3(x, y)U(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D), то для виконання умов наслiдку 1 до-
статньо вважати, що f1(x, y) ≤ (≥)0, (x, y) ∈ D, a1(x, y)a2(x, y) + a2,y(x, y) +
a3(x, y) ≤ (≥)0, (x, y) ∈ D1 ∪ D2, a1(x, y)a2(x, y) + a1,x(x, y) + a3(x, y) ≤ (≥)0,
(x, y) ∈ D3.
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Зауваження. Якщо Fi[U(x, y)] ∈ C1(B) i Fi[U(x, y)] ≡ Hi[U(x, y); 0], то для
побудови двостороннiх наближень до розв’язку задачi (1)-(5) достатньо будува-
ти одну послiдовнiсть функцiй {Zi,p(x, y)}, а отже в даному випадку кiлькiсть
операцiй для побудови двостороннiх наближень зменшується удвiчi.
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