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ОБЕРНЕНI ПОХIДНI 2–ГО ТИПУ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI

The some properties of inverse derivatives of second type established.

Дослiдженi деякi властивостi обернених похiдних 2–го типу.

Вступ. Розвинення функцiй у ланцюговий дрiб належить до важливих задач
теорiї наближення функцiй. Функцiї також наближають степеневими рядами,
ортогональними багаточленами, апроксимацiями Паде i т.п. Розвинення у лан-
цюговий дрiб використовують для обчислення значень функцiй на комп’юте-
рi [1,2]. Отримують такi розвинення або iз розвинення функцiї у степеневий ряд
шляхом побудови вiдповiдного даному степеневому ряду правильного ланцюго-
вого C–дробу [3–6], або за допомогою формули Тiле [7,8], яка Тiле ґрунтується
на обернених похiдних. В роботi [9] показано еквiвалентнiсть цих двох способiв
розвинення функцiй у правильний ланцюговий C–дрiб.

В роботi [10] розглянутий обернений ланцюговий дрiб Тiле i отримана фор-
мула типу Тiле для розвинення функцiй в ланцюговий дрiб такого виду, яка
ґрунтується на обернених похiдних 2–го типу. Встановленню деяких властиво-
стей обернених похiдних 2–го типу присвячена ця робота.

1. Формула типу Тiле. Розглянемо задачу наближення функцiй однiєї дiй-
сної змiнної ланцюговим дробом виду

Dn(x) =
1

b0(x) +

a1(x)

b1(x) +

a2(x)

b2(x) + · · · +

an(x)

bn(x)
=

(
b0(x) +

n

K
k=1

ak(x)

bk(x)

)−1

, (1)

де ak(x) 6≡ 0.
Нехай функцiя f(x) в кожнiй точцi деякої областi Ω ∈ R має похiднi (скiн-

чене значення,−∞ чи +∞) до n–го порядку включно. Визначимо для функцiї
u = f(x) оберненi похiднi 2–го типу (ОП2Т) наступним чином [10]:

[0]u =
1

u
, [1]u = −u2

u′
, [k]u = k · 8 ([k−1]u) + [k−2]u, k = 2, 3, . . . . (2)

Тодi для розвинення функцiї u = f(x) в околi точки x = x∗ у ланцюговий
дрiб виду (1) можна скористатися формулою типу Тiле

f(x) =

(
[0]f(x∗) +

x− x∗
[1]f(x∗) +

x− x∗
2 · 8 ([1]f(x∗)) + · · ·+

x− x∗
n · 8 ([n−1]f(x∗)) + · · ·

)−1

.

Зауваження 1. Iз формули (2) випливають два спiввiдношення

1. [k]f(x) 6= 8([k−1]f(x)
)

;

2. 8([k−1]f(x)
)

=
[k]f(x)− [k−2]f(x)

k
. (3)
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2. Властивостi обернених похiдних 2–го типу. Встановимо деякi власти-
востi ОП2Т.

Твердження 1. Нехай в деякiй точцi x0 ∈ Ω функцiя f(x0) 6= 0. Тодi :
1. [1]f(x0) = +∞, якщо f ′(x0) = 0 i функцiя f(x) монотонно спадає в деякому
околi точки x0; 2. [1]f(x0) = −∞, якщо f ′(x0) = 0 i функцiя f(x) монотонно
зростає в деякому околi точки x0; 3. [1]f(x0) = 0, якщо f ′(x0) = ±∞.

Твердження 2. Нехай в деякiй точцi x0 ∈ Ω функцiя f ′(x0) 6= 0. Тодi
[1]f(x0) = ±∞, якщо f(x0) = ∓∞.

Твердження 1 та 2 безпосередньо випливають iз (2) та властивостей „зви-
чайних“ похiдних [11,12].

Зауваження 2. За аналогiєю iз „звичайними“ похiдними, для ОП2Т мо-
жна означити лiву ОП2Т [1]f−(x), праву ОП2Т [1]f+(x) та аналог похiдних
чисел [13].

Iз означення ОП2Т та (2) випливає наступне твердження.

Твердження 3. Нехай в деякiй точцi x0 ∈ Ω має мiсце спiввiдношення
[n−2]f(x0) = C, де C = const, C 6= 0, |C| < ∞. Тодi: 1. якщо [n−1]f(x) = 0, то
[n]f(x) = ∞; 2. якщо [n−1]f(x) = ∞, то [n]f(x) = 0.

Твердження 4. Якщо C = const, C 6= 0, то [1]C = −∞.

Доведення. Iз (2) випливає, що

[1](C) = − C2

(C)′
= −∞.

Твердження 5. Нехай в кожнiй точцi областi Ω iснують ОП2Т функцiй
u = f(x) та v = g(x). Тодi ОП2Т суми, рiзницi, добутку та частки цих
функцiй обчислюються за допомогою формул:

[1](u± v) =
(u± v)2 · [1]u · [1]v

u2 · [1]v ± v2 · [1]u
, (4)

[1](u · v) =
uv · [1]u · [1]v

u · [1]v + v · [1]u
, (5)

[1](u/v) =
(u/v) · [1]u · [1]v

u · [1]v − v · [1]u
. (6)

Доведення. Iз (2) для ОП2Т суми/рiзницi двох функцiй маємо

[1](u± v) =
−(u± v)2

u′ ± v′
.

Iз (2) також випливає, що

u′ = − u2

[1]u
. (7)

Тодi
[1](u± v) =

(u± v)2

− u2

[1]u
± − v2

[1]v

=
(u± v)2 · [1]u · [1]v

u2 · [1]v ± v2 · [1]u
.
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Для добутку двох функцiй iз (2) та (7) отримуємо :

[1](u · v) =
−u2v2

u′v + uv′
=

− u2v2

− u2v
[1]u

+
− v2u

[1]v

=
uv · [1]u · [1]v

u · [1]v + v · [1]u
.

У випадку частки функцiй маємо:

[1](u/v) =
−u2/v2

u′v − uv′

v2

=
−u2

− vu2

[1]u
+

uv2

[1]v

=
(u/v) · [1]u · [1]v

u · [1]v − v · [1]u
.

Зауваження 3. Очевидно, що iснування ОП2Т функцiй u = f(x) та v =
g(x) буде гарантувати iснування ОП2Т їх суми, рiзницi, добутку та частки у
тому випадку, коли ОП2Т скiнченi. Надалi будемо припускати, що всi формули
мають змiст.

Твердження 6. Якщо функцiї ui = fi(x), i = 1, 2, . . . , n, мають ОП2Т, то

[1]
( n∑

i=1

ui

)
=

( n∑
i=1

ui

)2 n∏
i=1

[1]ui

n∑
i=1

u2
i

n∏
j=1
j 6=i

[1]uj

. (8)

Доведення. Для доведення (8) скористаємося методом повної математичної
iндукцiї. Коли n = 2 формула виконується. При n = 3 з (4) маємо :

[1]
(
u1 + u2 + u3

)
=

(u1 + u2 + u3)
2 · [1](u1 + u2) · [1]u3

(u1 + u2)2 · [1]u3 + u2
3 · [1](u1 + u2)

=

=

(u1 + u2 + u3)
2 · (u1 + u2)

2 · [1]u1 · [1]u2

u2
1 · [1]u2 + u2

2 · [1]u1

· [1]u3

(u1 + u2)2 · [1]u3 + u2
3 ·

(u1 + u2)
2 · [1]u1 · [1]u2

u2
1 · [1]u2 + u2

2 · [1]u1

=

=
(u1 + u2 + u3)

2 · [1]u1 · [1]u2 · [1]u3

u2
1 · [1]u2 · [1]u3 + u2

2 · [1]u1 · [1]u3 + u2
3 · [1]u1 · [1]u2

.

Припустимо, що (8) виконується при n = k. Тодi при n = k + 1 з (4) та припу-
щення отримуємо

[1]
(k+1∑

i=1

ui

)
= [1]

( k∑
i=1

ui + uk+1

)
=

(k+1∑
i=1

ui

)2

· [1]
( k∑

i=1

ui

)
· [1]uk+1

( k∑
i=1

ui

)2

· [1]uk+1 + u2
k+1 · [1]

( k∑
i=1

ui

) =
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=

(k+1∑
i=1

ui

)2

·

( k∑
i=1

ui

)2 k∏
i=1

[1]ui

k∑
i=1

u2
i

k∏
j=1
j 6=i

[1]uj

· [1]uk+1

( k∑
i=1

ui

)2

· [1]uk+1 + u2
k+1 ·

( k∑
i=1

ui

)2 k∏
i=1

[1]ui

k∑
i=1

u2
i

k∏
j=1
j 6=i

[1]uj

=

( k+1∑
i=1

ui

)2 k+1∏
i=1

[1]ui

k+1∑
i=1

u2
i

k+1∏
j=1
j 6=i

[1]uj

.

Твердження 7. Якщо функцiї ui = fi(x), i = 1, 2, . . . , n, мають ОП2Т, то

[1]
( n∏

i=1

ui

)
=

n∏
i=1

(ui · [1]ui)

n∑
i=1

ui ·
n∏

j=1
j 6=i

[1]uj

. (9)

Доведення. Доведемо твердження за допомогою методу повної математи-
чної iндукцiї. При n = 2 формула (9) виконується. Коли n = 3 з (5) маємо

[1]
(
u1u2u3

)
=

u1u2u3 · [1](u1u2) · [1]u3

u1u2 · [1]u3 + u3 · [1](u1u2)
=

u1u2u3 ·
u1u2 · [1]u1 · [1]u2

u1 · [1]u2 + u2 · [1]u1

· [1]u3

u1u2 · [1]u3 + u3 ·
u1u2 · [1]u1 · [1]u2

u1 · [1]u2 + u2 · [1]u1

=

=
u1u2u3 · [1]u1 · [1]u2 · [1]u3

u1 · [1]u2 · [1]u3 + u2 · [1]u1 · [1]u3 + u3 · [1]u1 · [1]u2

.

Зробимо припущення, що (9) має мiсце при n = k. Тодi iз припущення та (5)
при n = k + 1 отримуємо :

[1]
(k+1∏

i=1

ui

)
= [1]

( k∏
i=1

ui · uk+1

)
=

k+1∏
i=1

ui · [1]
( k∏

i=1

ui

)
· [1]uk+1

k∏
i=1

ui · [1]uk+1 + uk+1 · [1]
( k∏

i=1

ui

) =

=

k+1∏
i=1

ui ·

k∏
i=1

ui ·
k∏

i=1

[1]ui

k∑
i=1

ui ·
k∏

j=1
j 6=i

[1]uj

· [1]uk+1

k∏
i=1

ui · [1]uk+1 + uk+1 ·

k∏
i=1

ui ·
k∏

i=1

[1]ui

k∑
i=1

ui ·
k∏

j=1
j 6=i

[1]uj

=

k+1∏
i=1

(ui · [1]ui)

k+1∑
i=1

ui ·
k+1∏
j=1
j 6=i

[1]uj

.
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Твердження 8. Якщо функцiя u = f(x) має ОП2Т 2n–го та 2n + 1–го
порядкiв, n = 0, 1, 2, . . . , то виконуються спiввiдношення

[2n](Cu) =
1

C
· [2n]u, [2n+1](Cu) = C · [2n+1]u, де C = const.

Доведення. Доведемо твердження за допомогою методу повної математи-
чної iндукцiї. Коли n = 0, то з (2) маємо :

[0](Cu) = 1
C
· [0]u, [1](Cu) = C · [1]u .

Припустимо, що твердження виконується при n = k. При n = k + 1 iз (2) та
властивостi обернених похiдних 8 (Cu) = 1

C
8 u, яка легко отримати iз вiдповiдної

властивостi для оберненої рiзницi 1–го порядку [14], випливає, що

[2k+2](Cu) = (2k + 2) 8 ([2k+1](Cu)) + [2k](Cu) = (2k + 2) 8 (C · [2k+1]u)+

+[2k](Cu) = 1
C
((2k + 2) 8 ([2k+1]u) + [2k]u) = 1

C
· [2k+2]u ,

[2k+3](Cu) = (2k + 3) · 8 ([2k+2](Cu)) + [2k+1](Cu) = (2k + 3) · 8 ( 1
C

[2k+2]u)+

+[2k+1](Cu) = C · ((2k + 3) · 8 ([2k+2]u) + [2k+1]Cu) = C · [2k+3]u .

Зауваження 4. Iз властивостей для обернених рiзниць функцiї u = f(x)
легко отримати наступнi властивостi для обернених похiдних [14]:

(2n)(u + C) = (2n)u + C, (2n+1)(u + C) = (2n+1)u,

де C = const, n = 0, 1, 2, . . ..
Для ОП2Т подiбнi властивостi не мають мiсця, оскiльки

[0](u + C) =
1

u + C
, [1](u + C) =

(
C + u

u

)2
[1]u .

3. Взаємозв’язок мiж оберненими похiдними та ОП2Т. Формула Тiле
ґрунтується на обернених похiдних, а формула типу Тiле на ОП2Т. Встановимо
взаємозв’язок мiж ними для функцiї u = f(x).

В [10] показано, що

[0]u =
1

u
, [1]u = −u2

u′
, [2]u =

u′′

uu′′ − 2(u′)2
, [3]u =

12(u′)3 + 2u2u′′′ − 12uu′u′′

3(u′′)2 − 2u′u′′′
. (10)

В свою чергу, „звичайнi“ похiднi визначаються через оберненi похiднi наступним
чином [15]

u = (0)u, u′ =
1
8u

, u′′ =
−2

( 8u)2( 88u− u)
, u′′′ =

6 888u
( 8u)3( 88u− u)2( 888u− 8u)

. (11)

Пiдставивши першi два спiввiдношення iз (11) у першi два iз (10) отримаємо :

[0]u =
1

(0)u
, [1]u = −u2 8u. (12)
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Далi пiдставимо спiввiдношення iз (11) у третє iз (10)

[2]u =

− 2

( 8u)2( 88u− u)

− 2u

( 8u)2( 88u− u)
− 2

( 8u)2

=
1
88u

. (13)

Виразимо третє спiввiдношення iз (10) через (11)

[3]u =

12

( 8u)3
+

24u

( 8u)3( 88u− u)
+

12u2 888u

( 8u)3( 88u− u)2( 888u− 8u)

12

( 8u)4( 88u− u)2
− 12 888u

( 8u)4( 88u− u)2( 888u− 8u)

=

= −(
( 88u− u)2( 888u− 8u) + 2u( 88u− u)( 888u− 8u) + u2 888u

)
=

= −(
( 888u− 8u)(( 88u)2 − 2u 88u + u2 + 2u 88u− 2u2) + u2 888u

)
=

= −( 888u− 8u)( 88u)2 − u2 8u . (14)

Зауваження 5. Отриманi спiввiдношення (12)–(14), вказуються на на те,
що, взагалi кажучи, мiж оберненими похiдними та ОП2Т iснує нелiнiйний
взаємозв’язок. Питання про загальну формулу такого спiввiдношення зали-
шається вiдкритим.

Висновки. В данiй роботi, яка є продовженням дослiджень розпочатих в [10],
встановленi деякi новi властивостi ОП2Т. Також в останньому пунктi проiлю-
стровано, що ОП2Т визначаються через оберненi похiднi нелiнiйно. Оскiльки
на ОП2Т ґрунтується формула типу Тiле, то встановлення нових властивостей
обернених похiдних такого типу є актуальним.
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