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ШВИДКIСТЬ РIВНОМIРНОЇ ЗБIЖНОСТI ВЕЙВЛЕТ
РОЗКЛАДIВ ПРОЦЕСIВ З ПРОСТОРУ ОРЛIЧА
ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНОГО ТИПУ

In the paper we present the rate of uniform convergence in probability on [0, T ] of wavelet ex-
pansions for random process X = {X(t), t ∈ R} from Orlicz spaces of exponential type, with
EX(t) = 0, E|X(t)|2 < ∞ in the space C(0, T ).

В роботi отримано швидкiсть рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю на [0, T ] вейвлет розкладiв
випадкових Орлiчевих процесiв єкспоненцiйного типу в просторi C(0, T ).

1 Вступ

В данiй роботi отримано швидкiсть рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю вейв-
лет зображень Орлiчевих випадкових процесiв експоненцiального типу. Рiвно-
мiрна збiжнiсть вейвлет-розкладiв обмежених на R невипадкових функцiй роз-
глядалась в книзi [4]. Питання рiвномiрної збiжностi з ймовiрнiстю 1 та за ймо-
вiрнiстю вейвлет зображень випадкових процесiв з рiзних просторiв дослiджує-
ться в статтях [6], [7], [9]. Швидкiсть збiжностi вейвлет розкладiв процесiв з L2

дослiджена в роботi [6]. В цiй роботi розглянуто X = {X(t), t ∈ R}-випадковий
строго Орлiчевий процес експоненцiального типу такий, що E|X(t)|2 < ∞ для
всiх t ∈ R, представлено його вейвлет-зображення за допомогою неперервних
вейвлет функцiй:

X(t) =
∑

k∈Z
ξ0kφ0k(t) +

∞∑
j=0

∑

k∈Z
ηjkψjk(t).

Наведено умови, при яких цей розклад збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю до
випадкового процесу X(t). Знайдено швидкiсть збiжностi вейвлет зображення
в просторi C(0, T ), тобто оцiнка для

P

{
sup

0≤t≤T
|X(t)−Xn,kj

(t)| > ε

}
,

де

Xn,kj
(t) =

∑

|k|≤k0

ξ0kφ0k(t) +
n−1∑
j=0

∑

|k|≤kj

ηjkψjk(t).

Робота складається з п’яти роздiлiв. Другий роздiл мiстить необхiднi вiдомо-
стi з вейвлет аналiзу. В третьому роздiлi наведено основнi означення з теорiї
Орлiчевих випадкових процесiв та умови для рiвномiрної збiжностi за ймовiр-
нiстю вейвлет розкладiв випадкових Орлiчевих процесiв експоненцiйного типу.
Четвертий роздiл мiстить доведення теореми про швидкiсть збiжностi вейвлет
зображення процесу в просторi C(0, T ).
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2 Вейвлет-зображення випадкових процесiв

Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}-функцiї з простору L2(R) та φ̂(y)- перетворення Фур’є
φ:

φ̂(y) =

∫

R
e−iyxφ(x) dx.

Припустимо, що виконуються наступнi умови:
∑

k∈Z
|φ̂(y + 2πk)|2 = 1

майже скрiзь.
Нехай iснує така 2π-перiодична функцiя m0(x) ∈ L2([0, 2π]), що:

φ̂(y) = m0[y/2]φ̂[y/2],

φ̂(0) 6= 0 та функцiя φ̂(y) неперервнi в 0. В цьому випадку функцiя φ(x) нази-
вається f -вейвлетом.

Нехай ψ(x)- обернене перетворення Фур’є до функцiї:

ψ̂(y) = m0

(y

2
+ π

)
· exp

{
−i

y

2

}
· ψ̂

(y

2

)
.

Функцiя

ψ(x) =
1

2π

∫

R
eiyxψ̂(y) dy

називається m-вейвлетом.
Нехай

φjk(x) = 2j/2φ(2jx− k); ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx− k), j ∈ Z, k ∈ Z. (1)

Вiдомо, що сiм’я функцiй {φ0k; ψjk, j = 0, 1, 2, ...; k ∈ Z} ортонормований
базис в L2(R) ( дивись, наприклад, [2], [3]).

Будь-яка функцiя f(x) ∈ L2(R) може бути зображена у виглядi:

f(x) =
∑

k∈Z
α0kφ0k(t) +

∞∑
j=0

∑

k∈Z
βjkψjk(t), (2)

α0k =

∫

R
f(x)φ0k(x) dx, βjk =

∫

R
f(x)ψjk(x) dx.

Зображення (2) називається вейвлет-зображенням.
Ряди (2) збiгаються в нормi простору L2(R), тобто

∑

k∈Z
|α0k|2 +

∞∑
j=0

∑

k∈Z
|βjk|2 < ∞.

Iнтеграли, якi визначають α0k та βjk, можуть iснувати для функцiй з L1(R) та
з iнших просторiв. Тому можна отримати зображення (2) для бiльш широкого
класу функцiй, нiж L2(R).
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Нехай {Ω, B, P}- стандартний ймовiрнiсний простiр. X = {X(t), t ∈ R}-
випадковий процес, EX(t) = 0.

Можна отримати зображення (2) для випадкових процесiв, траєкторiї яких
належать простору L2(R) з ймовiрнiстю одиниця. Але багато процесiв не мають
такої властивостi. Наприклад, траєкторiї стацiонарних процесiв не належать
L2(R).

Вивчимо зображення типу (2) для X(t), тобто:

X(t) =
∑

k∈Z
ξ0kφ0k(t) +

∞∑
j=0

∑

k∈Z
ηjkψjk(t), (3)

де iнтеграли

ξ0k =

∫

R
X(t)φ0k(t) dt, ηjk =

∫

R
X(t)ψjk(t) dt

будуть визначенi як iнтеграли в середньому квадратичному.
При доведеннi рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладу (3) будемо розгляда-

ти таке наближення:

Xn,kj
(t) =

∑

|k|≤k0

ξ0kφ0k(t) +
n−1∑
j=0

∑

|k|≤kj

ηjkψjk(t). (4)

Означення 1. [4] Нехай φ це f -вейвлет. Для φ виконується припущення
S, якщо iснує функцiя Φ = {Φ(x), x ≥ 0} така, що Φ(0) < ∞, Φ(x) спадає при
x ≥ 0, |φ(x)| ≤ Φ(|x|) майже скрiзь та

∫

R
Φ(|x|) dx < ∞.

3 Умови рiвномiрної збiжностi вейвлет-зображень процесiв з про-
стору Орлiча експоненцiального типу

Означення 2. [1] Неперервна парна опукла функцiя U = {U(x), x ∈ R}
називається C-функцiєю, якщо U(0) = 0 та U(x) монотонно зростає при x >
0.

Нехай {Ω, L, P}–стандартний ймовiрнiсний простiр.

Означення 3. [1] Нехай U(x)– довiльна C-функцiя. Простором Орлiча
випадкових величин LU(Ω) називаємо таку сiм’ю випадкових величин, що для
кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує константа rξ > 0 така, що EU

(
ξ
rξ

)
< ∞.

Означення 4. [1] Простiр LU(Ω) називається простором Орлiча експо-
ненцiального типу, якщо вiн породжується функцiєю вигляду U(x) = exp{ϕ(x)}−
1, де ϕ(x)- деяка C-функцiя. Згiдно з [1] простори Орлiча експоненцiального
типу позначатимо Expϕ(Ω), а норму в цьому просторi- ‖ · ‖Expϕ.

Означення 5. [1] Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}, де T– деяка
параметрична множина, належить простору LU(Ω), якщо для будь-якого t ∈
T випадкова величина X(t) належить простору LU(Ω).
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Означення 6. [10] Випадковий процес X(t) ∈ LU(Ω) називається строго
Орлiчевим, якщо iснує константа CT , що для будь-яких t1, t2, ..., tn ∈ T та

c1, c2, ..., cn ∈ R має мiсце спiввiдношення ‖
n∑

k=1

ckX(tk)‖U < CT

√
E

n∑
k=1

ckX(tk)

Далi буде наведено теорему 1, в якiй одержано умови, за яких має мiсце
рiвномiрна збiжнiсть за ймовiрнiстю на [0, T ] вейвлет розкладiв випадкових
Орлiчевих процесiв експоненцiйного типу. З доведенням цiєї теореми можна
ознайомитись в роботi [5].

Теорема 1. Нехай X = {X(t), t ∈ R} - сепарабельний строго Орлiчевий
випадковий процес iз простору Expϕ(Ω) з неперервною коварiацiйною функцiєю
R(t, s). Нехай для f -вейвлета φ та m-вейвлета ψ, вiдповiдного до φ, виконую-
ться наступнi умови:

1) ∃ ψ̂′(u), ψ̂′′(u), ψ̂(0) = 0, ψ̂′(0) = 0;

2) ∃ cφ = supu |φ̂(u)| < ∞, cφ′ = supu |φ̂′| < ∞, cψ′′ = supu |ψ̂′′(u)| < ∞;

3) φ̂(u) → 0, u → ±∞, ψ̂(u) → 0, u → ±∞;

4) ∃ ∫
R

(ln(1 + |u|))α |ψ̂(u)|β du < ∞,
∫
R

(ln(1 + |u|))α |φ̂(u)|β du < ∞,

0 < β ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 1;

5) ∃ ∫
R

∫
R

∣∣∣∂k+lR̂2(z,w)
∂w∂z

∣∣∣ |w|t|z|s dwdz < ∞, k, l = 0, 1; t, s = 0, 2;

6)
∣∣∣R̂2(t, s)

∣∣∣ < c < ∞.

Тодi Xn,kj
(t) → X(t) при n → ∞, kj → ∞,∀j = 0, 1, ... рiвномiрно за ймовiрнi-

стю на кожному iнтервалi [0, T ].

4 Швидкiсть рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв процесiв з
простору Орлiча

Теорема 2. [1]Нехай Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]}-сепарабельний випадковий про-
цес з простору Expϕ(Ω). Нехай iснує така функцiя σ = {σ(h), 0 ≤ h ≤ T}, що
σ(h) є неперервною, монотонно зростаючою, σ(h) → 0, h → 0 та

sup
|t−s|≤h

t,s∈T

‖Y (t)− Y (s)‖Expϕ ≤ σ(h). (5)

Для всiх ε > 0 збiгається iнтеграл

I(ε) =

ε∫

0

ϕ(−1)

(
ln

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞. (6)
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Тодi випадкова величина sup
t,s∈T

|Y (t)| належить простору Expϕ(Ω) i для будь-

якої точки t0 ∈ [0, T ] та будь-якого

0 < θ < min

(
1, σ

(
T

2(exp{ϕ(2)} − 1)

)
1

σ(T )

)

має мiсце рiвнвсть:
∥∥∥∥sup

t,s∈T
|Y (t)|

∥∥∥∥
Expϕ

≤ ‖Y (t0)‖Expϕ

+
exp{ϕ(2)}
θ(1− θ)

σ(T )θ∫

0

ϕ(−1)

(
ln

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du = Dϕ(t0). (7)

Випадковiй процес X(t) є вибiрково неперервним з ймовiрнiстю одиниця.
Для всiх ε > 0 виконується нерiвнiсть

P

{
sup

0≤t≤T
|Y (t)| > ε

}
≤ 2 exp

{
−ϕ

(
x

Dϕ(t0)

)}
. (8)

Лема 1. Якщо функцiя

σ(u) =
c(

ln(eα + 1
u
)
)α ,

тодi припущення (6) виконується за умови

ε∫

0

ϕ(−1)

((c

t

)1/α
)

dt < ∞

i має мiсце така оцiнка:

I(ε) ≤ ϕ(−1)(ln T )

ε∫

0

ϕ(−1)

((c

t

)1/α
)

dt.

Доведення. Дiйсно, у випадку

σ(u) =
c(

ln(eα + 1
u
)
)α

обернена функцiя

σ−1(t) =
1

e(
c
t )

1/α

− eα

.

Тодi йнтеграл з (6), враховуючи властивiсть C-функцiї,

ϕ(−1)(αx) ≤ αϕ(−1)(x), α > 1,
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можна оцiнити таким чином:

I(ε) =

ε∫

0

ϕ(−1)

(
ln

(
T

2σ(−1)(t)
+ 1

))
dt

=

ε∫

0

ϕ(−1)

(
ln

(
T

2
(e(

c
t )

1
α − eα) + 1

))
dt ≤

ε∫

0

ϕ(−1)

(
ln Te(

c
t )

1
α

)
dt

= ϕ(−1)(ln T )

ε∫

0

ϕ(−1)

((c

t

)1/α
)

dt < ∞.

Теорема 3. Нехай X = {X(t), t ∈ [0, T ]}-сепарабельний випадковий процес
з простору Expϕ(Ω). Нехай виконуються умови теореми 2 та для всiх ε > 0
збiгається iнтеграл

ε∫

0

ϕ(−1)

((c

t

)1/α
)

dt < ∞.

Тодi

P

{
sup

0≤t≤T
|X(t)−Xn,kj

(t)| > ε

}
≤ 2 exp

{
−ϕ

(
x

Dϕ(t0)

)}
,

де

Dϕ(t0) = Bn,kj
+

exp{ϕ(2)}ϕ(−1)(ln T )

θ(1− θ)

c̃
α

θ∫

0

ϕ(−1)

((
c̃

t

)1/α
)

dt,

Bn,kj
визначено формулою (13), c̃ визначено (11).

Доведення. Перевiримо виконання умови (5) для процесу

Y (t) = X(t)−Xn,kj
(t)

та функцiї

σ(u) =
c(

ln(eα + 1
u
)
)α .

Враховуючи, що для строго Орлiчевих величин має мiсце нерiвнiсть ‖ξ‖Expϕ ≤
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a
√

E|ξ|2, будемо оцiнювати (E|Y (t)− Y (s)|2)1/2:
(
E|Y (t)− Y (s)|2)1/2

=
(
E|X(t)−Xn,kj

(t)− (X(s)−Xn,kj
(s))|2)1/2

=


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0kφ0k(t) +
n−1∑
j=0

∑

|k|>kj

ηjkψjk(t) +
∞∑

j=n

∑

k∈Z
ηjkψjk(t)

−

 ∑

|k|>k0

ξ0kφ0k(s) +
n−1∑
j=0

∑

|k|>kj

ηjkψjk(s) +
∞∑

j=n

∑

k∈Z
ηjkψjk(s)




∣∣∣∣∣∣

2


1/2

=


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0k(φ0k(t)− φ0k(s)) +
n−1∑
j=0

∑

|k|>kj

ηjk(ψjk(t)− ψjk(s))

+
∞∑

j=n

∑

k∈Z
ηjk(ψjk(t)− ψjk(s))

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤

E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0k(φ0k(t)− φ0k(s))

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

+
n−1∑
j=0


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>kj

ηjk(ψjk(t)− ψjk(s))

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

+
∞∑

j=n


E

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
ηjk(ψjk(t)ψjk(s))

∣∣∣∣∣

2



1/2

.

Тодi, враховуючи оцiнки, отриманi в роботi [5]:

|Eξ0kξ0l| ≤ 1

|k| · |l| · A
φ, (9)

де

Aφ =
1

(2π)2
×


c2

φ

∫

R

∫

R

∣∣∣∣∣
∂2R̂2(z, w)

∂w∂z

∣∣∣∣∣ dzdw

+ 2cφc
′
φ

∫

R

∫

R

∣∣∣∣∣
∂R̂2(z, w)

∂z

∣∣∣∣∣ dzdw + (c′φ)
2

∫

R

∫

R

∣∣∣R̂2(z, w)
∣∣∣ dzdw


 < ∞,

cφ = sup
u
|φ̂(u)| < ∞, c′φ = sup

u
|φ̂′(u)| < ∞

та

|φ0k(t)− φ0k(s)| · |φ0l(t)− φ0l(s)| ≤ (cφ)2

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α

1

|l|β
1

|k|β ,

де

cφ =
1

(4π)


4

∫

R

(
2

(
π

T

2

)β

(ln(1 + |u|))α + 2cα

)∣∣∣φ̂(u)
∣∣∣ du

+

∫

R

(ln(1 + |u|))α
∣∣∣φ̂(u)

∣∣∣
1−β

du


 < ∞.
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Можемо оцiнити першу суму таким чином:


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0k(φ0k(t)− φ0k(s))

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤

 ∑

|k|>k0

∑

|l|>k0

E|ξ0kξ0l||φ0k(t)− φ0k(s)| · |φ0l(t)− φ0l(s)|



1/2

≤




∑

|k|>k0

∑

|l|>k0

1

|k||l| · A
φ (cφ)2

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α

1

|l|β
1

|k|β




1/2

≤


 (cφ)2Aφ

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α

1

βkβ
0




1
2

≤ cβ,φ(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α

1

k
β
2
0

,

де cβ,φ = cφ(Aφ)
1/2

β1/2 .
В цих оцiнках ми застосовуємо такi нерiвностi:

∑

|k|>k0

1

2|k|1+β
=

∞∑

k=k0+1

k∫

k−1

1

k1+β
dx

≤
∞∑

k=k0+1

k∫

k−1

1

x1+β
dx =

∞∫

k0

1

x1+β
dx =

1

βkβ
0

, β > 0.

Далi, знов використовуємо наступнi оцiнки з роботи [5]:

|Eηjkηjl| ≤ 1

|k||l|23j
Aψ, (10)

де

Aψ =
c2
ψ′′

(2π)2

∫

R

∫

R

(∣∣∣∣∣
∂2R̂2(z, w)

∂w∂z

∣∣∣∣∣ |w|
2|z|2 +

∣∣∣∣∣
∂R̂2(z, w)

∂z

∣∣∣∣∣ |w||z|
2

+

∣∣∣∣∣
∂R̂2(z, w)

∂w

∣∣∣∣∣ |w|
2|z|+ |R̂2(z, w)||w||z|

)
dwdz < ∞

та

|ψjk(t)− ψjk(s)| · |ψjl(t)− ψjl(s)| ≤ 2j(1+2β)j2α

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α

1

|l|β
1

|k|β · (c
ψ)2.
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Маємо:

n−1∑
j=0


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>kj

ηjk(ψjk(t)− ψjk(s))

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤
n−1∑
j=0


 ∑

|k|>kj

∑

|l|>kj

E|ηjkηjl||ψjk(t)− ψjk(s)||ψjl(t)− ψjl(s)|



1/2

≤
n−1∑
j=0




∑

|k|>kj

∑

|l|>kj

1

23j

1

|k||l| · A
ψ 2(2β+1)j

|l|β|k|β (cψ)2 (j + 1)2α

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α




1/2

≤ (Aψ)1/2 · cψ

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α ·

n−1∑
j=0

(j + 1)α

2(1−β)j
· 1

(β)
1
2 k

β
2
j

≤ cβ,ψ(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α

1

k
β
2
j

,

де cβ,ψ = (Aψ)1/2·cψq1

β
1
2

, q1 =
∑n−1

j=0
(j+1)α

2(1−β)j < ∞, β < 1.
Нарештi,

∞∑
j=n


E

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
ηjk(ψjk(t)− ψjk(s))

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤
∞∑

j=n

(∑

k∈Z

∑

l∈Z
E|ηjkηjl||ψjk(t)− ψjk(s)||ψjl(t)− ψjl(s)|

)1/2

≤
∞∑

j=n




∑

k∈Z

∑

l∈Z

1

23j

1

|k||l| · A
ψ 2(2β+1)j

|l|β|k|β (cψ)2 (j + 1)2α

(
ln(eα + 1

|t−s|)
)2α




1/2

≤ (Aψ)1/2 · cψ q̃(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α ·

∞∑
j=n

(j + 1)α

2(1−β)j

≤ (Aψ)1/2 · cψ q̃(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α

a

n
≤ c1

β,ψ(
ln(eα + 1

|t−s|)
)α

1

n
,

де c1
β,ψ = (Aψ)1/2 · cψ q̃ · a, q̃ =

∑
k∈Z

1
|k|1+β < ∞, β > 0.

Отже, маємо:

sup
|t−s|≤h

t,s∈T

‖Y (t)− Y (s)‖Expϕ ≤ a · sup
|t−s|≤h
0≤t,s≤T

(
E|Y (t)− Y (s)|2)

1
2

≤

cβ,φ

k
β
2
0

+
cβ,ψ

k
β
2
j

+
c1
β,ψ

n


 a(

ln(eα + 1
h
)
)α =

c̃(
ln(eα + 1

h
)
)α =: σ(h),

де

c̃ = a

(
cβ,φ

k
β/2
0

+
cβ,ψ

k
β/2
j

+
c1
β,ψ

n

)
. (11)
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З теореми 2 та леми 1 слiдує, що:

P

{
sup

0≤t≤T
|X(t)−Xn,kj

(t)| > ε

}
≤ 2 exp

{
−ϕ

(
x

Dϕ(t0)

)}
.

Знайдемо Dϕ(t0) для Y (t) = X(t)−Xn,kj
(t).

Почнемо з оцiнки:

‖Y (t)‖Expϕ ≤
(
E|Y (t)|2)1/2

=
(
E|X(t)−Xn,kj

(t)|2)1/2

=


E

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
ξ0kφ0k(t) +

∞∑
j=0

∑

k∈Z
ηjkψjk(t)−

∑

|k|≤k0

ξ0kφ0k(t)

+
n−1∑
j=0

∑

|k|≤kj

ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤

E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0kφ0k(t) +
n−1∑
j=0

∑

|k|>kj

ηjkψjk(t)

+
∞∑

j=n

∑

k∈Z
ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤

E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0kφ0k(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

+
n−1∑
j=0


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>kj

ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

+
∞∑

j=n


E

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣

2



1/2

.

Розглянемо спочатку:

n−1∑
j=0


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>kj

ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤
n−1∑
j=0


 ∑

|k|>kj

∑

|l|>kj

E|ηjkηjl||ψjk(t)||ψjl(t)|



1/2

,

де ψjl можна оцiнити наступним чином:

|ψjl(t)| =
∣∣∣∣∣∣

1

(2π)

∫

R

eitz 1

2j/2
e−i l

2j zψ̂(
z

2j
) dz

∣∣∣∣∣∣
= {l 6= 0}

=
1

2j/2
· 1

(2π)
· 2j/2

|l| ·
∣∣∣∣
[
eitzψ̂(

z

2j
)e−i l

2j z
]∣∣∣

+∞

z=−∞

−
∫

R

(
eitzψ̂′(

z

2j
)

1

2j
+ iteitzψ̂(

z

2j
)

)
e−i l

2j z dz

∣∣∣∣∣∣

≤ 1

(2π)

1

|l|




∫

R

∣∣∣∣ψ̂′(
z

2j
)

1

2j

∣∣∣∣ dz + T

∫

R

∣∣∣ψ̂(
z

2j
)
∣∣∣ dz


 = { z

2j
= u}

=
1

(2π)

1

|l|




∫

R

∣∣∣ψ̂′(u)
∣∣∣ du + 2jT

∫

R

∣∣∣ψ̂(u)
∣∣∣ du


 ≤ 2j

|l|B
ψ
1 , (12)

де

Bψ
1 =

1

(2π)




∫

R

∣∣∣ψ̂′(u)
∣∣∣ du + T

∫

R

∣∣∣ψ̂(u)
∣∣∣ du


 < ∞.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 18



Швидкiсть збiжностi вейвлет розкладiв 131

Тодi, враховуючи (10) та (12), отримаємо:

n−1∑
j=0


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>kj

ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1
2

≤
n−1∑
j=0


 ∑

|k|>kj

∑

|l|>kj

1

23j

Aψ

|k||l|
2j

|k|B
ψ
1

2j

|l|B
ψ
1




1
2

≤ (Aψ)1/2 ·Bψ
1 ·

n−1∑
j=0

1

2j
· 2

kj

≤ (Aψ)1/2 ·Bψ
1 ·

2

kj

.

В цих оцiнках використано наступнi нерiвностi:

∑

|k|>kj

1

2|k|2 =
∞∑

k=kj+1

k∫

k−1

1

k2
dx ≤

∞∑

k=kj+1

k∫

k−1

1

x2
dx =

∞∫

kj

1

x2
dx =

2

kj

.

Зауважимо, що з (12) у випадку j = 0 можемо оцiнити φ0k в такий спосiб:

|φ0k| ≤ 1
|l| ·Bφ

1 , де Bφ
1 = 1

(2π)

(∫
R

∣∣∣φ̂′(u)
∣∣∣ du + T

∫
R

∣∣∣φ̂(u)
∣∣∣ du

)
< ∞.

Тому, враховуючи (9), маємо:


E

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|>k0

ξ0kφ0k(t)

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤

 ∑

|k|>k0

∑

|l|>k0

E|ξ0kξ0l||φ0k(t)||φ0l(t)|



1/2

≤

 ∑

|k|>k0

∑

|l|>k0

1

|k||l|A
φ 1

|k|B
φ
1

1

|l|B
φ
1




1/2

≤
(

(Bφ
1 )2Aφ 4

k2
0

)1/2

=
2(Aφ)

1
2 Bφ

1

k0

.

Остаточно

∞∑
j=n


E

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
ηjkψjk(t)

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤
∞∑

j=n

(∑

k∈Z

∑

l∈Z
E|ηjkηjl||ψjk(t)||ψjl(t)|

)1/2

≤
∞∑

j=n

(∑

k∈Z

∑

l∈Z

1

23j

Aψ

|l||k|
22j

|k||l|(B
ψ
1 )2

) 1
2

≤ (Aψ)
1
2 Bψ

1

∞∑
j=n

q̃

2
j
2

≤ (Aψ)
1
2 Bψ

1

2q̃

2
n
2

,

де q̃ =
∑
k∈Z

1
|k|2 < ∞.

Отже, ми отримали:
∥∥X(t)−Xn,kj

(t)
∥∥

Expϕ
≤

≤ 2(Aφ)1/2Bφ
1

k0

+ 2(Aψ)1/2Bψ
1

(
1

kj

+
q̃

2n/2

)
=: Bn,kj

. (13)

Другу частину оцiнки (7) можна отримати за допомогою леми 1 та наступних
перетворень:

σ(T ) =
c̃(

ln(eα + 1
T
)
)α ≤

c̃

(ln(eα))α =
c̃

αα
≤ c̃

α
, 0 < α ≤ 1.
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Враховуючи, що функцiя ϕ(−1)(u) монотонно зростає, маємо:

σ(T )θ∫

0

ϕ(−1)

(
ln

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du ≤ ϕ(−1)(ln T )

c̃
α

θ∫

0

ϕ(−1)

((
c̃

u

)1/α
)

du.

Остаточно:

Dϕ(t0) = Bn,kj
+

ϕ(−1)(ln T ) exp{ϕ(2)}
θ(1− θ)

c̃
α

θ∫

0

ϕ(−1)

((
c̃

u

)1/α
)

du.

5 Висновки

Отже, знайдено швидкiсть рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю вейвлет зобра-
жень випадкових строго Орлiчевих процесiв єкспоненцiйного типу в просторi
C(0, T ). Далi планується застосувати отриманi результати для оцiнювання ко-
варiацiйних функцiй випадкових процесiв.
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