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ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÀ ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ
ÐÎÇÄIËÅÍÍß ÇÌIÍÍÈÕ

In this paper a computational schema is given for the method of generalized separation of variables
in a general case. We also consider a problem discretization and a few possible ways to find terms
of the method solution approximation series.

Ó ðîáîòi îïèñàíî îá÷èñëþâàëüíó ñõåìó ìåòîäó óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ çàãàëü-
íîãî âèäàäêó, ðîçãëÿíóòî äèñêðåòèçàöiþ çàäà÷i òà äåÿêi ç ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ çíàõîäæåííÿ
äîäàíêiâ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Âñòóï. Ìåòîä óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çàïðîïîíîâàíî ó [1, 2] äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ áàãàòîâèìiðíèõ iíòåãðàëüíèõ i ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òà ¨õ âàðià-
öiéíèõ àíàëîãiâ. Òàêîæ ìåòîä âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíèõ
òà îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè [3]. Ìåòîä óçàãàëüíåíîãî ðîçäi-
ëåííÿ çìiííèõ äîçâîëÿ¹ çìåíøèòè ðîçìiðíiñòü áàãàòîâèìiðíî¨ çàäà÷i, à òàêîæ
äîñÿãíóòè êîìïàêòíîñòi ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó ïðåäñòàâëåííi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Au = f ó âèãëÿäi
ñóìè äîäàíêiâ ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè u (x1, . . . , xd) =

∑∞
k=1

∏d
j=1 ϕ

(k)
j (xj), ÿêi

îá÷èñëþþòü ïîñëiäîâíî çãiäíî óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëà

Jf (ϕ1, . . . , ϕd) = ∥f − A (ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕd)∥2 → min .

Òóò ôóíêöi¨ u òà f íàëåæàòü ïðîñòîðó iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì ó äåÿêié îáìå-
æåíié îáëàñòi ôóíêöié, à îïåðàòîð A, ùî äi¹ ó öüîìó ïðîñòîði, ¹ ëiíiéíèì òà
íåïåðåðâíèì.

Ó [4] ðîçâèíóòî ìåòîä óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà çàïðîïîíîâàíî
éîãî ìîäèôiêàöiþ, ùî ìiíiìiçó¹ íà êîæíîìó êðîöi íîðìó âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêó
òà éîãî íàáëèæåííÿ.

Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà. Îïèøåìî îñíîâíó iäåþ òà îá÷èñëþâàëüíó ñõåìó
ìåòîäó óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Íåõàé Hj, j = 1, . . . , d � êîìïëåêñíi
ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, à (·, ·)j � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði Hj,
j = 1, . . . , d, ùî ïîðîäæó¹ íîðìó ïðîñòîðó ∥·∥j. Íåõàé H � òåíçîðíèé äîáóòîê

öèõ ïðîñòîðiâ H =
⊗d

j=1Hj ç âiäïîâiäíîþ íîðìîþ ∥·∥, ùî ïîðîäæåíà ñêàëÿð-
íèì äîáóòêîì (·, ·).

Çàóâàæåííÿ 1. H òàêîæ ¹ êîìïëåêñíèì ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðî-
ñòîðîì, à äëÿ äîâiëüíèõ h

(1)
j , h

(2)
j ∈ Hj, j = 1, . . . , d âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(
h
(1)
1 ⊗ · · · ⊗ h

(1)
d , h

(2)
1 ⊗ · · · ⊗ h

(2)
d

)
=

d∏
j=1

(
h
(1)
j , h

(2)
j

)
j
. (1)

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Au = f, (2)
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äå u, f ∈ H, A ∈ L (H) � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî iñíó¹
íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð

∃A−1 ∈ L (H) . (3)

Çàóâàæåííÿ 2. Çà òàêèõ óìîâ äëÿ îïåðàòîðà A iñíó¹ ñïðÿæåíèé îïåðà-
òîð, ùî òàêîæ ¹ ëiíiéíèì òà íåïåðåðâíèì ∃A∗ ∈ L (H) [5].

Çàóâàæåííÿ 3. Ðiâíÿííÿ (2) ó ïðîñòîði H ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé G � ìíîæèíà âñiõ ðîçêëàäíèõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó H ïî ïðîñòîðàõ
Hj, j = 1, . . . , d

G =

{
d⊗

j=1

hj : hj ∈ Hj, j = 1, . . . , d

}
, (4)

à GA � ìíîæèíà âiäîáðàæåíü åëåìåíòiâ ìíîæèíè G îïåðàòîðîì A

GA = A (G) = {Ag : g ∈ G} . (5)

Iäåÿ ìåòîäó óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ïîëÿãà¹ ó íàáëèæåííi ðîçâ'ÿçêó
ëiíiéíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2) ñóìîþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè G. Çà íàáëèæå-
íèé ðîçâ'ÿçîê ïðèéìàþòü ÷àñòêîâó ñóìó ðÿäó

∞∑
j=1

gj, gj ∈ G, (6)

äå k-èé äîäàíîê âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî óìîâè∥∥∥∥∥f − A

(
k−1∑
j=1

gj + gk

)∥∥∥∥∥ = inf
g∈G

∥∥∥∥∥f − A

(
k−1∑
j=1

gj + g

)∥∥∥∥∥. (7)

Äîäàíêè ðÿäó (6) çíàõîäÿòü ïîñëiäîâíî çãiäíî óìîâè (7), òàêèì ÷èíîì ôîðìó-
þ÷è ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ åëåìåíòà gk ó ïðîñòîði H ðîçãëÿíåìî íèæ÷å, à ïîêè ùî
ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé åëåìåíò iñíó¹ çàâæäè.

Îçíà÷åííÿ 1. k-èì íàáëèæåííÿì ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2) íàçèâà¹òüñÿ ñó-
ìà ïåðøèõ k äîäàíêiâ ðÿäó (6)

uk =
k∑

j=1

gj, u0 = 0H , (8)

äå 0H � íóëü ïðîñòîðó H.

Îçíà÷åííÿ 2. k-èì óòî÷íåííÿì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2) íà-
çèâà¹òüñÿ k-èé äîäàíîê ðÿäó (6)

gk = uk − uk−1. (9)

Çàóâàæåííÿ 4. Ïiñëÿ ïîáóäîâè k-ãî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, âiäíÿâøè âiä
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2) åëåìåíò Auk, ìè îòðèìà¹ìî òàêå æ ðiâíÿííÿ
ÿê i (2), àëå ç iíøîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ � f − Auk.
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Îçíà÷åííÿ 3. Äëÿ ðiâíÿííÿ (2) k-èì çàëèøêîâèì ðiâíÿííÿì íàçèâà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ Au = f − Auk.

Íåõàé fk � ïðàâà ÷àñòèíà k-ãî çàëèøêîâîãî ðiâíÿííÿ

fk = f − Auk = f − A

(
k∑

j=1

gj

)
, f0 = f. (10)

Ïðèïóùåííÿ 1. Äëÿ k-ãî çàëèøêîâîãî ðiâíÿííÿ Agk+1 ¹ åëåìåíòîì íàé-
êðàùîãî íàáëèæåííÿì éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè fk íà ìíîæèíi GA

∥fk − Agk+1∥ = inf
g∈GA

∥fk − g∥.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè GA (5) òà óìîâè âèáîðó åëå-
ìåíòà gk+1 (7).

Äàìî ôîðìàëüíå âèçíà÷åííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè ìåòîäó óçàãàëüíåíîãî
ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òàêèì ÷èíîì:

Êðîê 1. Ïðèéìà¹ìî k = 0 òà u0 = 0H � ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (2).

Êðîê 2. Çáiëüøó¹ìî k íà îäèíèöþ òà çíàõîäèìî k-òå óòî÷íåííÿ íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçêó gk çãiäíî óìîâè (7).

Êðîê 3. Îá÷èñëþ¹ìî k-òå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2) uk = uk−1 + gk.

Êðîê 4. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié çóïèíêè ìåòîäó, òî ïåðåõîäèìî äî êðîêó
5, iíàêøå ïåðåõîäèìî äî êðîêó 2.

Êðîê 5. Ïðèéìà¹ìî çà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2) k-òå íàáëèæåííÿ
éîãî ðîçâ'ÿçêó uk òà çàêií÷ó¹ìî ðîáîòó ìåòîäó.

Ìîæëèâi ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ óòî÷íåíü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó gk ðîçãëÿ-
íåìî íèæ÷å.

Çàóâàæåííÿ 5. Êðèòåði¹ì çóïèíêè ìîæå áóòè äîñòàòíüî ìàëå âiäíîñíå
çíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè çàëèøêîâîãî ðiâíÿííÿ

∥fk∥
∥f∥

=
∥f − Auk∥

∥f∥
< ϵ, (11)

÷è äîñòàòíüî ìàëå âiäíîñíå óòî÷íåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó

∥gk∥
∥uk−1∥

=
∥uk − uk−1∥

∥uk−1∥
< ϵ. (12)

Ó ðîáîòi [6] äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíèõ ðîçâÿçêiâ ìåòîäó
óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2), à òàêîæ
iñíóâàííÿ åëåìåíòà ìíîæèíè (4), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (7).

Äèñêðåòèçàöiÿ çàäà÷i. Íà ïðàêòèöi äëÿ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó óçàãàëüíå-
íîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ âiäøóêàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó íåñêií÷åííî-
âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ (2) îñòàíí¹ ïîâèííî áóòè çàìiíåíèì äåÿêèì ñêií÷åííîâè-
ìiðíèì àíàëîãîì

Anun = fn. (13)

Òóò un, fn ∈ H(n), An ∈ L
(
H(n)

)
, äå H(n) � n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið.
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Çàóâàæåííÿ 6. Ïðîñòið H(n) ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì íàáëèæåííÿì ïðîñòî-
ðó H, ïðîñòið L

(
H(n)

)
� ñêií÷åííîâèìiðíèì íàáëèæåííÿì ïðîñòîðó L (H), à

åëåìåíòè un, fn òà An � âiäîáðàæåííÿìè åëåìåíòiâ u, f òà A âiäïîâiäíî ç
íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ ó ¨õ ñêií÷åííîâèìiðíi íàáëèæåííÿ.

Âèáåðåìî ó ïðîñòîði H(n) îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {ej, j = 1, . . . , n}. Òîäi åëå-
ìåíòè un òà fn ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi âåêòîðàìè, ùî ìiñòÿòü ïî n êîîðäèíàò,
à îïåðàòîð An � ìàòðèöåþ ðîçìiðó n× n.

Çàóâàæåííÿ 7. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (13) åêâiâàëåíòíå ðîçâ'ÿçàííþ ñèñòå-
ìè n ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ùî ìà¹ n íåâiäîìèõ.

Îñêiëüêè ïðîñòið H ìà¹ ñïåöèôi÷íó ñòðóêòóðó, òîáòî ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì
íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâHj, j = 1, . . . , d, òî ìè ìîæåìî íàáëèçèòè öi ïðî-

ñòîðè äåÿêèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè H
(nj)
j (dimH

(nj)
j =

= nj), j = 1, . . . , d âiäïîâiäíî, à çà íàáëèæåííÿ ïðîñòîðó H ïðèéíÿòè òåíçîðíèé
äîáóòîê òàêèõ ïðîñòîðiâ

H(n) =
d⊗

j=1

H
(nj)
j . (14)

Çàóâàæåííÿ 8. Ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó H(n) ðiâíà äîáóòêó ðîçìiðíîñòåé

ïðîñòîðiâ H
(nj)
j j = 1, . . . , d n = dimH(n) =

∏d
j=1 dimH

(nj)
j =

∏d
j=1 nj.

Âèáåðåìî ó ïðîñòîðàõ H(nj)
j , j = 1, . . . , d îðòîíîðìîâàíi áàçèñè{

e
(kj)
j : kj = 1, . . . , nj

}
, j = 1, . . . , d.

Òîäi çà îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó H(n) ìîæíà ïðèéíÿòè ìíîæèíó òåíçîð-
íèõ äîáóòêiâ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ öèõ áàçèñiâ{

d⊗
j=1

e
(kj)
j : kj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , d

}
.

Çàóâàæåííÿ 9. ßêùî n > 0, òî äëÿ ðiâíÿííÿ (13) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè
òà äîâåñòè ñêií÷åííîâèìiðíi àíàëîãè óñiõ òâåðäæåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ íåñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ (2).

Àíàëîãi÷íî äî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêó ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ðîçêëà-
äíèõ åëåìåíòiâ

G(n) =

{
d⊗

j=1

hj : hj ∈ H
(nj)
j , j = 1, . . . , d

}
.

Çà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (13) ïðèéìàþòü ÷àñòêîâó ñóìó ðÿäó

∞∑
k=1

gk, gk ∈ G(n). (15)

Äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ êîæíîãî äîäàíêó ðÿäó (15) çàìiñòü âñiõ n êîîðäèíàò gk
ÿê åëåìåíòà ïðîñòîðó H(n) äîñòàòíüî çáåðiãàòè êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ åëåìåí-
òiâ ïðîñòîðiâ H(nj)

j , j = 1, . . . , d.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2015, âèï. �2 (27)



Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà ìåòîäó óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ 15

Çàóâàæåííÿ 10. ×èñåëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ïðîñòîðó
H(n) âèìàãà¹ çáåðåæåííÿ iíôîðìàöi¨ ðîçìiðó

O

(
d∏

j=1

nj

)
, (16)

ïîðÿä ç òèì ÿê äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè G äîñòà-
òíiì ¹ çáåðåæåííÿ iíôîðìàöi¨ ðîçìiðó

O

(
d∑

j=1

nj

)
. (17)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ç îäíî÷àñíèì çáiëüøåííÿì ðîçìiðíîñòåé âñiõ ïðîñòîðiâ

H
(nj)
j , j = 1, . . . , d âåëè÷èíà (16) çðîñòà¹ åêñïîíåíöiàëüíî, à âåëè÷èíà (17) �

ëiíiéíî.

Îòæå, çà óìîâè âiäíîñíî íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿç-
êó, ìåòîä óçàãàëüíåíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äà¹ êîìïàêòíå ïðåäñòàâëåííÿ íà-
áëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (13) òà äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî çìåíøèòè çàòðàòè îá-
÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.

Ìåòîäè çíàõîäæåííÿ äîäàíêiâ ðîçâ'ÿçêó. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ç ìîæëè-
âèõ ñïîñîáiâ çíàõîäæåííÿ óòî÷íåíü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2). ßê
áóëî ïîêàçàíî âèùå iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí òàêèé åëåìåíò ç ìíîæèíè âèáîðó
óòî÷íåíü G, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi âèáîðó (7). Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ óòî÷íåí-
íÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çãiäíî öi¹¨ óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨
òàêîãî ôóíêöiîíàëà

Jf (h1, . . . , hd) =

∥∥∥∥∥f − A

(
d⊗

j=1

hj

)∥∥∥∥∥
2

, hj ∈ Hj, j = 1, . . . , d. (18)

Çàóâàæåííÿ 11. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (18) ¹, âçàãàëi êàæó÷è,
íåëiíiéíîþ.

Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (18) ìîæíà âèêîðèñòàòè áóäü-ÿêi ìåòîäè ìiíi-
ìiçàöi¨ íåëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Çàóâàæåííÿ 12. Ïðè ôiêñîâàíèõ âñiõ ïàðàìåòðàõ ôóíêöiîíàëà (18), îêðiì
äåÿêîãî îäíîãî hj, 1 ≤ j ≤ d, öåé ôóíêöiîíàë ¹ ôóíêöiîíàëîì îäíîãî ïàðàìåòðó
hj ∈ Hj, à îòæå çàäà÷à éîãî ìiíiìiçàöi¨ ¹ ëiíiéíîþ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äèñêðåòèçîâàíî¨ çàäà÷i, òîáòî ðiâíÿííÿ (13). Òàêà çà-
äà÷à ¹ òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ iç çàäà÷àìè íàáëèæåííÿ áàãàòîâèìiðíèõ òåíçîðiâ òåí-
çîðíèìè äîáóòêàìè îäíîâèìiðíèõ âåêòîðiâ [7]. Äiéñíî, ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè
åëåìåíòè un òà fn ðiâíÿííÿ (13) d-âèìiðíèìè òåíçîðàìè ðîçìiðó n1 × · · · × nd,
à îïåðàòîð An � (2d)-âèìiðíèì òåíçîðîì ðîçìiðó n1 × · · · × nd × n1 × · · · × nd.

Òîäi çàäà÷à çíàõîäæåííÿ óòî÷íåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (13)
¹ åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨, ùî çàëåæèòü âiä d îäíîâèìiðíèõ
âåêòîðiâ xj ∈ H

(nj)
j , j = 1, . . . , d

J
(n)
f (x1, . . . , xd) = ∥fn − An (x1 ⊗ · · · ⊗ xd)∥2 . (19)
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Òóò xj =
(
x
(1)
j , . . . , x

(nj)
j

)
� îäíîâèìiðíèé âåêòîð êîîðäèíàò åëåìåíòà ïðîñòîðó

H
(nj)
j , j = 1, . . . , d.

Çàóâàæåííÿ 13. Íîðìà d-âèìiðíîãî òåíçîðà ðîçìiðó n1 × · · · × nd ìîæå
áóòè, íàïðèêëàä, ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ

∥t∥ =

√√√√ ∑
1≤kj≤nj

1≤j≤d

|tk1,...,kd |
2, t ∈ H(n).

Çàóâàæåííÿ 14. Ôóíêöiÿ (19) ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ 2d, ùî çàëåæèòü âiä

m çìiííèõ x
(1)
1 , . . . , x

(n1)
1 , . . . , x

(1)
d , . . . , x

(nd)
d . Òóò m =

∑d
j=1 nj.

Çàóâàæåííÿ 15. Ôóíêöiÿ (19) ïðè ôiêñîâàíèõ âñiõ ¨¨ ïàðàìåòðàõ îêðiì

äåÿêîãî îäíîãî xj ∈ H
(nj)
j , 1 ≤ j ≤ d ¹ ïîëiíîìîì nj çìiííèõ äðóãîãî ñòåïåíÿ, à

çàäà÷à éîãî ìiíiìiçàöi¨ âiäïîâiäíî çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè nj ëiíiéíèõ àëãåáðè-
÷íèõ ðiâíÿíü ç nj íåâiäîìèìè.

Ëiíiéíà çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó ÷è ôóíêöi¨, ïîðiâíÿíî ç íåëiíié-
íîþ, ¹ íà ïîðÿäîê ïðîñòiøîþ. Òîìó, äëÿ çíàõîäæåííÿ óòî÷íåííÿ íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2), âðàõóâàâøè çàóâàæåííÿ 12 òà 15, ìè ìîæåìî âèêîðè-
ñòàòè ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, ÿêèé íà äàíèé ÷àñ êîðèñòó¹òüñÿ
çíà÷íîþ ïîïóëÿðíiñòþ.

Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Iäåÿ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ
íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, ùî òàêîæ âiäîìèé ÿê ALS ìåòîä (Alternating Least Squares),
ïîëÿãà¹ ó âèáîði äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ òà öèêëi÷íî-ïîñëiäîâíié ìi-
íiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (18) ïðè ôiêñîâàíèõ âñiõ éîãî ïàðàìåòðàõ, îêðiì äåÿêîãî
îäíîãî hj, j = 1, . . . , d. Äàìî ôîðìàëüíå âèçíà÷åííÿ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàé-
ìåíøèõ êâàäðàòiâ òàêèì ÷èíîì:

Êðîê 1. Ïðèéìà¹ìî k = 0 òà âèáèðà¹ìî åëåìåíòè h(0)j , j = 1, . . . , d � ïî÷àòêîâå
íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (18).

Êðîê 2. Çáiëüøó¹ìî k íà îäèíèöþ.
Êðîê 3. Ïîñëiäîâíî äëÿ âñiõ j = 1, . . . , d ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóí-

êöiîíàëà (18) ïðè ôiêñîâàíèõ âñiõ éîãî ïàðàìåòðàõ îêðiì hj

Jf

(
h
(k)
1 , . . . , h

(k)
j−1, hj, h

(k−1)
j+1 , . . . , h

(k−1)
d

)
−→ min .

Ïðèéìà¹ìî h(k)j ðiâíèì ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Òóò h(k)j � k-òå íàáëèæåííÿ
åëåìåíòà hj.

Êðîê 4. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié çóïèíêè ìåòîäó, òî ïåðåõîäèìî äî êðîêó
5, iíàêøå ïåðåõîäèìî äî êðîêó 2.

Êðîê 5. Ïðèéìà¹ìî çà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà
(18) k-òi íàáëèæåííÿ åëåìåíòiâ hj, j = 1, . . . , d.

Çàóâàæåííÿ 16. Êðèòåði¹ì çóïèíêè ìåòîäó ìîæå áóòè äîñòàòíüî ìàëå
âiäíîñíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà (18)

Jf

(
h
(k)
1 , . . . , h

(k)
d

)
Jf

(
h
(0)
1 , . . . , h

(0)
d

) < ϵ, (20)
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÷è äîñòàòíüî ìàëà âiäíîñíà çìiíà íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöiîíàëà (18) ∥∥∥h(k)1 ⊗ · · · ⊗ h

(k)
d − h

(k−1)
1 ⊗ · · · ⊗ h

(k−1)
d

∥∥∥∥∥∥h(k−1)
1 ⊗ · · · ⊗ h

(k−1)
d

∥∥∥ < ϵ. (21)

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü{
Jf

(
h
(k)
1 , . . . , h

(k)
d

)}∞

k=0
. (22)

Ïðèïóùåííÿ 2. ×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (22) çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà (18) ¹
ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷îþ

∀k ≥ 1 Jf

(
h
(k)
1 , . . . , h

(k)
d

)
≤ Jf

(
h
(k−1)
1 , . . . , h

(k−1)
d

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åíü k-òèõ íàáëèæåíü åëåìåíòiâ hj, j = 1, . . . , d.

Ïðèïóùåííÿ 3. ×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (22) ¹ çáiæíîþ äî äåÿêîãî íåâiä'-
¹ìíîãî ÷èñëà

∃L ≥ 0 : lim
k→∞

Jf

(
h
(k)
1 , . . . , h

(k)
d

)
= L.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (22) ¹ îáìåæåíîþ çíèçó íóëåì,
à îòæå, âðàõóâàâøè òâåðäæåííÿ 2, i çáiæíîþ äî äåÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà L.

Çàóâàæåííÿ 17. Ïîñëiäîâíiñòü (22), âçàãàëi êàæó÷è, íå çáiãà¹òüñÿ äî íè-
æíüî¨ ìåæi ôóíêöiîíàëà (18).

Çàóâàæåííÿ 18. Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ¹ ïðîñòèì äëÿ
ðîçóìiííÿ òà çðó÷íèì äëÿ âèêîðèñòàííÿ, ïðîòå íåìà¹ ãàðàíòi¨ éîãî çáiæíî-
ñòi äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (18). Òàêîæ ðåçóëüòàò ìåòî-

äó ìîæå ñèëüíî çàëåæàòè âiä ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ
{
h
(0)
j

}
.

Ó ðîáîòàõ [7�9], ùî ïðèñâÿ÷åíi ïèòàííþ äåêîìïîçèöi¨ áàãàòîâèìiðíèõ òåí-
çîðiâ òåíçîðíèìè äîáóòêàìè îäíîâèìiðíèõ âåêòîðiâ, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü
÷èñëîâèé ALS ìåòîä [10, 11]. Äåÿêi ïðèéîìè ïiäâèùåííÿ åôåêòèâíîñòi ìåòîäó
îïèñàíi ó [12], à ïèòàííÿ âèáîðó ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ ìåòîäó ðîçãëÿíóòî
ó [13]. Òàêîæ iñíó¹ ðÿä àëüòåðíàòèâíèõ ìåòîäiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòü òàêó æ
îñíîâíó iäåþ ÿê i ALS ìåòîä. Çîêðåìà, ó ðîáîòi [14] çäiéñíåíî ïîðiâíÿííÿ ALS
ìåòîäó òà òàêèõ éîãî êîíêóðåíòiâ:

• DTLD (direct trilinear decomposition);

• ATLD (alternating trilinear decomposition);

• SWATLD (self-weighted alternating trilinear decomposition);

• PALS (pseudo alternating least squares);

• ACOVER (alternating coupled vectors resolution);

• ASD (alternating slice-wise diagonalization);

• ACOMAR (alternating coupled matrices resolution).

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2015, âèï. �2 (27)



18 Â. Ì. ÁIËÅÖÜÊÈÉ

Çãiäíî âèñíîâêiâ ðîáîòè, æîäåí ç ìåòîäiâ íå ¹ êðàùèì ALS ìåòîäó â ïëàíi òî-
÷íîñòi çíàéäåíîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (çáiæíîñòi äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿç-
êó).

Ìåòîä íåëiíiéíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Çíà÷íî âèùà òî÷íiñòü íàáëè-
æåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå áóòè äîñÿãíóòà ç âèêîðèñòàííÿì íåëiíiéíèõ ìåòîäiâ íàé-
ìåíøèõ êâàäðàòiâ, ùî òàêîæ âiäîìi ÿê NLS ìåòîäè (Nonlinear Least Squares). Öÿ
ãðóïà ãðàäi¹íòíèõ ìåòîäiâ ìiíiìiçó¹ íåëiíiéíó ôóíêöiþ (19) áåçïîñåðåäíüî. Âi-
äîìèìè ïðåäñòàâíèêàìè öüîãî êëàñó ¹, íàïðèêëàä, ìåòîä Ãàóñà-Íüþòîíà [15,16],
dGN ìåòîä (damped Gauss-Newton) [17,18] òà PMF ìåòîäè [19]. Îïèøåìî çàãàëü-
íó ñõåìó ìåòîäiâ íåëiíiéíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ äëÿ ìiíiìiçàöi¨ íåëiíiéíî¨
ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ (19).

Êðîê 1. Ïðèéìà¹ìî k = 0 òà âèáèðà¹ìî x(0) � ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨. Òóò x(0) � âåêòîð çìiííèõ ôóíêöi¨ (19).

Êðîê 2. Çáiëüøó¹ìî k íà îäèíèöþ.

Êðîê 3. Îá÷èñëþ¹ìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i x(k) = x(k−1) −
−ϕ
(
x(k−1)

)
, äå âiäîáðàæåííÿ ϕ, âèçíà÷åíå íà îñíîâi ôóíêöi¨ J (n)

f , çàëåæèòü
âiä êîíêðåòíîãî ìåòîäó.

Êðîê 4. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié çóïèíêè ìåòîäó, òî ïåðåõîäèìî äî êðîêó
5, iíàêøå ïåðåõîäèìî äî êðîêó 2.

Êðîê 5. Ïðèéìà¹ìî çà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ (19)
âåêòîð x(k).

Çàóâàæåííÿ 19. Äëÿ NLS ìåòîäiâ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òàêi æ êðè-
òåði¨ çóïèíêè ÿê i äëÿ îïèñàíîãî âèùå ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðà-
òiâ.

Çàóâàæåííÿ 20. Íåëiíiéíi ìåòîäè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ óçàãàëüíþþòü
òà ðîçâèâàþòü ìåòîä Íüþòîíà. Íà êîæíîìó êðîöi íà îñíîâi ãðàäi¹íòó òà
ìàòðèöi Ãåññå öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ îá÷èñëþþòü îïòèìàëüíèé íàïðÿìîê ñïàäàííÿ
¨¨ çíà÷åííÿ òà âåëè÷èíó íàñòóïíîãî êðîêó.

Çàóâàæåííÿ 21. Íåëiíiéíi ìåòîäè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ äàþòü êðàùi ðå-
çóëüòàòè ó ïîðiâíÿííi ç ALS ìåòîäàìè, ïðîòå òàêîæ íå ãàðàíòóþòü çíà-
õîäæåííÿ ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ (19). Îêðiì öüîãî íåëiíiéíi ìåòîäè
âèêîðèñòîâóþòü áiëüøå îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè ñâiä-
÷àòü [12, 18], ùî ó ïîðiâíÿííi ç ëiíiéíèìè ìåòîäàìè íåëiíiéíi ¹ çíà÷íî ïî-
âiëüíiøèìè òà âèêîðèñòîâóþòü áiëüøèé îá'¹ì ïàì'ÿòi.

Ìåòîä ìiíiìiçàöi¨ ïîëiíîìà áàãàòüîõ çìiííèõ âèùîãî ñòåïåíÿ. Ó ðî-
áîòàõ [20, 21] îïèñàíi ðîçâèíåííÿ òà ìîäèôiêàöi¨ ìàòðè÷íîãî ìåòîäó Ñòåòòåðà-
Ìåëëåðà (Stetter-M�oller matrix method) [22,23], ùî äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè ãëîáàëü-
íèé ìiíiìóì ïîëiíîìà áàãàòüîõ çìiííèõ âèùîãî ñòåïåíÿ. Çàïðîïîíîâàíi ïiäõîäè
çâîäÿòü çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ïîëiíîìà äî óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ.
Äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè òî÷îê, äå äîñÿãà¹òüñÿ ãëîáàëüíèé
ìiíiìóì, ìåòîä çíàõîäèòü ïðèíàéìíi îäíó òî÷êó, ùî ¨é íàëåæèòü. Óìîâè çàñòî-
ñîâíîñòi íå ïåðåäáà÷àþòü æîäíèõ îáìåæåíü íà âèãëÿä ïîëiíîìà, ùî ìiíiìiçó¹-
òüñÿ. Îòæå, òàêi ìåòîäè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ çíàõîäæåííÿ ãëîáàëüíîãî
ìiíiìóìó ôóíêöi¨ (19).
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Íåõàé p � äîâiëüíèé ïîëiíîì m çìiííèõ ñòåïåíÿ 2d

p (x1, . . . , xm) ∈ R [x1, . . . , xm] , (23)

äå R [x1, . . . , xm] � ïðîñòið ïîëiíîìiâ m çìiííèõ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîç-
ãëÿíåìî ïîëiíîì

pλ (x1, . . . , xm) = p (x1, . . . , xm) + λ
(
x
2(d+1)
1 + . . .+ x2(d+1)

m

)
, λ > 0. (24)

Òàêèé ïîëiíîì íàçèâà¹òüñÿ äîìiíàíòíèì. Iíôîðìàöiÿ ïðî ãëîáàëüíèé ìiíiìóì
ïîëiíîìà (23) ìîæå áóòè îòðèìàíà ç pλ ïðè λ→ 0 [20].

Ãëîáàëüíèé ìiíiìóì ïîëiíîìà ìîæíà çíàéòè ç íåîáõiäíèõ óìîâ äîñÿãíåí-
íÿ ìiíiìóìó ïåðøîãî ïîðÿäêó, îá÷èñëèâøè çíà÷åííÿ ïîëiíîìà ó ïiäîçðiëèõ íà
åêñòðåìóì òî÷êàõ. Äëÿ äîìiíàíòíîãî ïîëiíîìà pλ (ïðè ôiêñîâàíîìó λ > 0) òà-
êèé ïiäõiä ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàçèñi Ãðüîáíåðà
(Gr�obner basis) [24,25], ùî ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó ìè ìîæåìî
âèêîðèñòàòè ìàòðè÷íèé ìåòîä Ñòåòòåðà-Ìåëëåðà.

Ñïî÷àòêó ìåòîä áóäó¹ ìàòðèöi (Ax1 , . . . , Axm). Âëàñíi çíà÷åííÿ öèõ ìàòðèöü,
ùî âiäïîâiäàþòü ñïiëüíîìó âëàñíîìó âåêòîðó, ôîðìóþòü ïiäîçðiëó íà åêñòðå-
ìóì òî÷êó ïîëiíîìà pλ. Òóò ìàòðèöÿ Axk

(k = 1, . . . ,m) ïðåäñòàâëÿ¹ îïåðàòîð
ìíîæåííÿ íà xk ó ôàêòîðïðîñòîði R [x1, . . . , xm] /I, äå I � iäåàë, ùî ñôîðìîâà-
íèé ÷àñòêîâèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîëiíîìà pλ.

Äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà r (x1, . . . , xm) ìàòðèöÿ Ar = r (Ax1 , . . . , Axm) ñêëà-
äà¹òüñÿ çi çíà÷åíü ïîëiíîìà r â ïiäîçðiëèõ íà åêñòðåìóì òî÷êàõ pλ.

Íåäîëiê öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ðîçìið ìàòðèöiAr ¹ ðiâíèì (2d+ 1)m

òà çðîñòà¹ äóæå øâèäêî çi çáiëüøåííÿì m. Ïðîòå ñó÷àñíi iòåðàöiéíi ìåòîäè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ çàäà÷ íà âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî áàçóþòüñÿ íà ìåòî-
äàõ ßêîái-Äàâiäñîíà ÷è Àðíîëüäi (Jacobi-Davidson or Arnoldi methods) [26, 27],
íå âèìàãàþòü ïîáóäîâè ìàòðèöi Ar. Òîìó ìàþòü ìiñöå ðiçíîìàíiòíi îïòèìiçàöi¨
çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó [20,21].

Çàóâàæåííÿ 22. Ìåòîä ìiíiìiçàöi¨ ïîëiíîìà áàãàòüîõ çìiííèõ âèùîãî
ñòåïåíÿ íà âiäìiíó âiä ìåòîäiâ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ãàðàíòó¹ âiäøóêàííÿ
òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó, ïðîòå éîãî âèêîðèñòàííÿ âèìàãà¹ çíà÷íèõ îá-
÷èñëþâàëüíèõ çàòðàò. Òîìó íà ïðàêòèöi çàçâè÷àé íàäàþòü ïåðåâàãó ïiäõî-
äàì, ÿêi âèìàãàþòü çíà÷íî ìåíøå îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ, îäíàê íå çàâæäè
çíàõîäÿòü ãëîáàëüíèé ìiíiìóì ôóíêöi¨.
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