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ÏÐÎ ÄIÞ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÜ ÍÀ ÅËÅÌÅÍÒÈ
ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÕ ÀÑÎÖIÀÒÈÂÍÈÕ ÊIËÅÖÜ

Let R be an associative commutative ring with 1 and D a derivation of R. The action of D on
nilpotent elements and on zero-divisors of R is studied. It is proved that if a ∈ R is a nilpotent
element with an = 0, then D(a)m = 0 for some m 6 3n provided that the additive group of the
ring R has no p-torsion for all prime p, p 6 n.

Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i D � äèôåðåíöiþâàííÿ êiëüöÿ R.
Âèâ÷åíî äiþ D íà íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòàõ i íà äiëüíèêàõ íóëÿ êiëüöÿ R. Äîâåäåíî, ùî
ÿêùî a ∈ R � íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò ç an = 0, òî D(a)m = 0 äëÿ m ≤ 3n ïðè óìîâi, ùî
àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ R íå ìà¹ p-ñêðóòó äëÿ âñiõ ïðîñòèõ p, p ≤ n.

Íåõàé R � äîâiëüíå êîìóòàòèâíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, ÿêó ìè áó-
äåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç 1. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ D : R → R íàçèâà¹-
òüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿì êiëüöÿ R, ÿêùî D � àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ (òîáòî
D(a+b) = D(a)+D(b)) i çàäîâîëüíÿ¹ ïðàâèëó Ëåéáíiöà : D(ab) = D(a)b+aD(b)
äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R. Âèâ÷åííþ äi¨ äèôåðåíöiþâàíü íà åëåìåíòè i iäåàëè êi-
ëåöü ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò ðiçíèõ àâòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [1], [2], [3], [4]).
Çîêðåìà, â ðîáîòi [4] äîâåäåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íiëüïîòåíòíîãî iäåàëó I àñî-
öiàòèâíîãî êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R i äîâiëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D êiëüöÿ
R ïiäìíîæèíà I + D(I) ¹ íiëüïîòåíòíèì iäåàëîì iç R iíäåêñó íiëüïîòåíòíîñòi
6 n2, äå n � iíäåêñ íiëüïîòåíòíîñòi iäåàëó I, ïðè óìîâi, ùî àäèòèâíà ãðóïà
(R,+) êiëüöÿ R íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó p äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî p, ÿêå íå
ïåðåâèùó¹ ÷èñëà n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè òàêèõ îáìåæåííÿõ íà ãðóïó (R,+)
äîâiëüíå äèôåðåíöiþâàííÿD êiëüöÿ R ïåðåâîäèòü íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò a ∈ R
â íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò D(a).

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàëåæíiñòü ìiæ iíäåêñîì íiëüïîòåíòíîñòi åëå-
ìåíòà a ∈ R i iíäåêñîì íiëüïîòåíòíîñòi åëåìåíòà D(a) äëÿ äîâiëüíîãî äèôåðåí-
öiþâàííÿ D êiëüöÿ R. Äîâåäåíî, ùî ÿêùî n = n(a) � iíäåêñ íiëüïîòåíòíîñòi
åëåìåíòà a ∈ R, òî n(D(a)) 6 3n ïðè âêàçàíèõ âèùå îáìåæåííÿõ íà àäèòèâíó
ãðóïó (R,+) (Òåîðåìà 1). Âiäçíà÷åíî, ùî òàêi îáìåæåííÿ ¹ ñóòò¹âèìè. Â ðîáîòi
òàêîæ äîñëiäæåíî äiþ äèôåðåíöiþâàíü íà äiëüíèêè íóëÿ êiëüöÿ R ïðè äåÿêèõ
îáìåæåííÿõ íà àíóëÿòîðè åëåìåíòiâ (Òåîðåìà 2).

Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî iíäåêñîì
íiëüïîòåíòíîñòi (íiëüïîòåíòíîãî) åëåìåíòà a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòó-
ðàëüíå n òàêå, ùî an = 0. ßêùî D � äèôåðåíöiþâàííÿ êiëüöÿ R, òî ÷åðåç Dn

ïîçíà÷à¹òüñÿ êîìïîçèöiÿ D ç ñàìèì ñîáîþ n ðàçiâ (â çàãàëüíîìó âèïàäêó, Dn

íå ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì êiëüöÿ R ïðè n > 1). Ïîêëàäåìî òàêîæ D0 = E � òîòî-
æí¹ âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ R íà ñåáå. Äàëi, ÷åðåç AnnR(a) ïîçíà÷à¹òüñÿ àíóëÿòîð
åëåìåíòà a â R, òîáòî {b ∈ R | ab = 0}. Î÷åâèäíî, AnnR(a) � iäåàë êiëüöÿ R
(âiäìiííèé âiä 0, ÿêùî a � äiëüíèê íóëÿ â R). Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî àäèòèâíà
ãðóïà (R,+) êiëüöÿ R íå ìà¹ n-ñêðóòó (n ∈ N, n > 1), ÿêùî ç óìîâè nx = 0,
x ∈ R âèïëèâà¹, ùî x = 0 (î÷åâèäíî, (R,+) íå ìà¹ n-ñêðóòó òîäi i òiëüêè òîäi,
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êîëè öÿ ãðóïà íå ìà¹ p-ñêðóòó äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî äiëüíèêà p ÷èñëà n).
Ìíîæèíó âñiõ äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ R áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç DerR.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 íàì áóäóòü ïîòðiáíi íàñòóïíi ëåìè òåõíi÷íîãî õàðà-
êòåðó. Ïåðøà ç öèõ ëåì ìiñòèòü óçàãàëüíåíó ôîðìóëó Ëåéáíiöà, ÿêà ¹ àíàëîãîì
ïîëiíîìiàëüíî¨ ôîðìóëè ç êîìáiíàòîðèêè i ìîæå áóòè äîâåäåíà iíäóêöi¹þ ïî k
ïðè ôiêñîâàíîìó n.

Ëåìà 1. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i a ∈ R � äîâiëü-
íèé åëåìåíò. ßêùî D � äèôåðåíöiþâàííÿ êiëüöÿ R, òî äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ n
i k, n > 1, k > 0 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dk(an) =
∑

s1+...+sn=k
si>0

(
k

s1, . . . , sn

)
Ds1(a) . . . Dsn(a) (1)

Ëåìà 2. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i D ∈ DerR. Òîäi:
1) ßêùî (R,+) íå ìà¹ 2-ñêðóòó i a ∈ R òàêèé åëåìåíò, ùî a2 = 0, òî

(D(a))3 = 0.
2) ßêùî (R,+) íå ìà¹ 2-ñêðóòó i 3-ñêðóòó, i äëÿ åëåìåíòà a ∈ R âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü a3 = 0, òî (D(a))5 = 0.

Äîâåäåííÿ.
1) Çàñòîñîâóþ÷è äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi a2 = 0 äèôåðåíöiþâàííÿ D îòðèìà-

¹ìî, ùî 2aD(a) = 0. Çâiäñè çà óìîâîþ ëåìè îòðèìà¹ìî aD(a) = 0. Çàñòîñîâóþ÷è
ùå ðàç D äî îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî, ùî D(a)2+aD2(a) = 0. Äîìíîæàþ÷è
îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà D(a) i âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü aD(a) = 0 îòðèìà¹ìî
D(a)3 = 0.

2) Iç óìîâè (a)3 = 0 ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ D îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü 3a2D(a) = 0
i òîìó çà óìîâàìè ëåìè a2D(a) = 0. Çàñòîñîâóþ÷è ùå ðàç äèôåðåíöiþâàííÿ D
äî îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî 2aD(a)2 + a2D2(a) = 0. Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ
D äà¹ ðiâíiñòü

2D(a)3 + 6aD(a)D2(a) + a2D3(a) = 0

i òîìó
2D(a)3 = −6aD(a)D2(a)− a2D3(a).

Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà D(a)2.
Îòðèìà¹ìî

2D(a)5 = −6aD(a)3D2(a)− a2D3(a)D(a)2 = −6aD(a)3D2(a),

áî −a2D3(a)D(a)2 = 0 ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü a2D(a) = 0. Àëå çà äîâåäåíèì âèùå
2aD(a)2 = −a2D2(a) i òîìó

−6aD(a)3D2(a) = −3· 2aD(a)2D(a)D2(a) = 3a2D2(a)D(a)D2(a) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, D(a)5 = 0.

Ëåìà 3. ßêùî â àñîöiàòèâíîìó êîìóòàòèâíîìó êiëüöi R äëÿ åëåìåíòà
a âèêîíó¹òüñÿ óìîâà an = 0 i àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ R íå ìà¹ p-ñêðóòó äëÿ
äîâiëüíîãî ïðîñòîãî p 6 n, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D êiëüöÿ R
ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

an−kD(a)2k−1 = 0, ïðè k = 1, 2, . . . , n− 1. (2)
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Äîâåäåííÿ. Iíäóêöiÿ ïî k. Iç ðiâíîñòi an = 0 îòðèìà¹ìî (n−1)an−1D(a) = 0
i òîìó an−1D(a) = 0 â ñèëó óìîâ ëåìè íà àäèòèâíó ãðóïó (R,+), òîáòî òîäi
(2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = 1. Íåõàé âæå äîâåäåíî, ùî an−(k−1)D(a)2(k−1)−1 = 0,
ïîêàæåìî, ùî òîäi âèêîíó¹òüñÿ (2). Çàñòîñó¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ D äî îáîõ
÷àñòèí îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Îòðèìà¹ìî

(n− (k − 1))an−kD(a)D(a)2(k−1)−1 + an−(k−1)(2(k − 1)− 1)·D(a)2(k−1)−2D2(a) = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(n− (k − 1))an−kD(a)2(k−1) = −an−(k−1)(2k − 3)D(a)2(k−1)−2D2(a).

Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà D(a). Òîäi ¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà
ïåðåòâîðèòüñÿ íà íóëü çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì. Àëå òîäi îòðèìà¹ìî

(n− (k − 1))an−kD(a)2k−1 = 0

i òîìó, âðàõîâóþ÷è óìîâó ëåìè, ìà¹ìî an−kD(a)2k−1 = 0.

Çàóâàæåííÿ 1. Ïîçíà÷èâøè ó ñïiââiäíîøåííi (2) s = n− k îòðèìà¹ìî öå
ñïiââiäíîøåííÿ â iíøié ôîðìi

asD(a)2(n−s)−1 = 0, s = 1, . . . , n− 1.

Ëåìà 4. Íåõàé a � åëåìåíò êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ç îäèíèöåþ. Òîäi â
ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi

Dn(an) =
∑

s1+...+sn=n
si>0

(
n

s1, . . . , sn

)
Ds1(a) . . . Dsn(a),

ÿêà ìà¹ ìiñöå çà ôîðìóëîþ (1), â êîæíîìó äîäàíêó(
n

s1, . . . , sn

)
Ds1(a) . . . Dsn(a)

÷èñëî ñïiâìíîæíèêiâ âèãëÿäó a = D0(a) ïëþñ ÷èñëî ñïiâìíîæíèêiâ âèãëÿäó
D(a) áiëüøå àáî ðiâíå [n

2
] (òóò [x] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó n = 2k � ïàðíå i íåõàé êiëüêiñòü ÷èñåë si, ÿêi
ðiâíi 0 ïëþñ êiëüêiñòü ÷èñåë si, ðiâíèõ 1 ìåíøå íiæ k = [n

2
]. Òîäi êiëüêiñòü ÷èñåë

si, áiëüøèõ àáî ðiâíèõ 2 áóäå íå ìåíøå íiæ k + 1 i òîìó

n =
n∑

i=1

si > 2(k + 1) > n,

ùî íåìîæëèâî. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹ ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè ïðè n =
2k. Íåõàé òåïåð n = 2k + 1. Òîäi [n

2
] = k i àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü

ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè ïðè n = 2k + 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i D � äèôåðåí-
öiþâàííÿ êiëüöÿ R. ßêùî äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
an = 0, òî òîäi D(a)3n = 0 ïðè óìîâi, ùî àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ R íå ìà¹
p-ñêðóòó äëÿ âñiõ ïðîñòèõ p, p 6 n.
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Äîâåäåííÿ. Â ðiâíîñòi (1) ïðè k = n ïåðåíåñåìî ÷ëåí n!D(a)n, ÿêèé âiäïî-
âiäà¹ çíà÷åííÿì s1 = s2 = . . . = sn = 1 â ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (1) (ÿêà äîðiâíþ¹
0, áî Dn(an) = 0) i òîäi îòðèìà¹ìî

−n!D(a)n =
∑

s1+...+sn=n
si>0,∃sj>2

(
n

s1, . . . , sn

)
Ds1(a) . . . Dsn(a) (3)

Âiçüìåìî äîâiëüíèé äîäàíîê(
n

s1, . . . , sn

)
Ds1(a) . . . Dsn(a)

â ïðàâié ÷àñòèíi (3) i íåõàé ìíîæíèê a = D0(a) âõîäèòü â íüîãî â ñòåïåíi t, à
ìíîæíèê D(a) = D1(a) âõîäèòü â ñòåïåíi v. Òîäi çà ëåìîþ 4 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü t + v >

[
n
2

]
. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê atD(a)vD(a)2n. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,

âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3, ùî atD(a)vD(a)2n = 0 ïðè óìîâi, ùî t + v >
[
n
2

]
. Àëå

òîäi, äîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3) íà D(a)2n îòðèìà¹ìî, ùî ïðàâà
÷àñòèíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü. Òàêèì ÷èíîì −n!D(a)3n = 0 i òîäi çà óìîâîþ
ëåìè D(a)3n = 0.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî íå íàêëàäàòè îáìåæåíü íà àäèòèâíó ãðóïó êiëüöÿ
R, òî, âçàãàëi êàæó÷è, òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 íå ìà¹ ìiñöÿ, ÿê ïîêàçó¹ ï.1
iç ïðèêëàäó 1.

Çàóâàæåííÿ 3. Îöiíêà äëÿ iíäåêñó íiëüïîòåíòíîñòi åëåìåíòà D(a) â òå-
îðåìi 1 íå ¹ íàéêðàùîþ. Çà ëåìîþ 2 iç a3 = 0 âèïëèâà¹, ùî D(a)5 = 0, òàêîæ
ìîæíà áåçïîñåðåäíüî äîâåñòè, ùî iç óìîâè a4 = 0 âèïëèâà¹, ùî D(a)8 = 0.

Î÷åâèäíî, äîâiëüíèé àâòîìîðôiçì êiëüöÿ R ïåðåâîäèòü íiëüïîòåíòíi åëå-
ìåíòè, îáîðîòíi åëåìåíòè i äiëüíèêè íóëÿ êiëüöÿ â åëåìåíòè ç âiäïîâiäíèìè
âëàñòèâîñòÿìè. Äèôåðåíöiþâàííÿ êiëüöÿ R íå ìàþòü òàêèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêùî
íå íàêëàäàòè íà êiëüöå äîäàòêîâèõ óìîâ. Â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi íàâîäÿòüñÿ
êîìóòàòèâíi êiëüöÿ, â ÿêèõ äèôåðåíöiþâàííÿ íå çáåðiãàþòü âêàçàíi âèùå âëà-
ñòèâîñòi åëåìåíòiâ êiëüöÿ.

Ïðèêëàä 1. 1) Íåõàé K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 i G = ⟨g⟩ � öèêëi÷íà
ãðóïà ïîðÿäêó p. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ D ãðóïîâî¨ àëãåáðè K[G] â ñåáå, çàäàíå
íà áàçèñi {1, g, . . . , gp−1} çà ïðàâèëîì D(1) = 0, D(gi) = igi−1 ¹ äèôåðåíöiþâàí-
íÿì êiëüöÿ K[G] i äëÿ íiëüïîòåíòíîãî åëåìåíòà a = g− 1 éîãî îáðàç D(a) = 1
¹ îáîðîòíiì â K[G].

2) Íåõàé Z4 = Z/4Z i R = Z4 [x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íàä êiëüöåì Z4.
Àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ

D : Z4 [x] → Z4 [x]

çàäàíå çà ïðàâèëîì D(1) = 0 i D(xi) = ixi−1 íà ìîíîìàõ 1, x, x2, . . . ¹ äèôåðåí-
öiþâàííÿì êiëüöÿ Z4 [x] i äëÿ îáîðîòíüîãî åëåìåíòà a = 1+ 2x îáðàç D(a) = 2
¹ íiëüïîòåíòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ Z4 [x].

3) Íåõàé R = K [x] × K [y] � ïðÿìèé äîáóòîê ïîëiâ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié
K [x] i K [y] íàä ïîëåì K. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ D : R → R çàäàíå çà ïðàâèëîì
D(f(x), g(y)) = (f ′

x, g
′
y) ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì êiëüöÿ R i äëÿ îáîðîòíüîãî åëå-

ìåíòà a = (x, 1) ∈ R éîãî îáðàç D(a) = (1, 0) ¹ íåíiëüïîòåíòíèì äiëüíèêîì
íóëÿ.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i a � äiëüíèê
íóëÿ iç R. ßêùî (AnnR(a))

2 ̸= 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D ∈ DerR
åëåìåíò D(a) ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â óìîâàõ ëåìè åëåìåíòD(a) íå ¹ äiëüíèêîì íó-
ëÿ âR. Îñêiëüêè a � äiëüíèê íóëÿ, òî iñíó¹ åëåìåíò b ∈ R, b ̸= 0 òàêèé, ùî ab = 0.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D ∈ DerR ìà¹ìî D(a)b + aD(b) = 0.
Âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò b1 ∈ AnnR(a) i äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàí-
íüî¨ ðiâíîñòi íà b1. Òîäi D(a)bb1 = 0. Îñêiëüêè åëåìåíò D(a) íå ¹ äiëüíèêîì
íóëÿ çà ïðèïóùåííÿì, òî bb1 = 0. Çâiäñè ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ó âèáîði b
i b1 ∈ AnnR(a) îòðèìà¹ìî, ùî (AnnR(a))

2 = 0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì ëåìè.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî D(a) � äiëüíèê íóëÿ â êiëüöi R.

Çàóâàæåííÿ 4. Óìîâà (AnnR(a))
2 ̸= 0 ¹ ñóòò¹âîþ â òåîðåìi 2. Äiéñíî, â

ãðóïîâîìó êiëüöi R = K[G] iç ïðèêëàäó 1 åëåìåíò a = g − 1 ìà¹ àíóëÿòîð

AnnR(a) = K(1 + g + . . .+ gp−1)

i (1 + g+ . . .+ gp−1)2 = 0. Ïðè öüîìó îáðàç D(a) = 1 äiëüíèêà íóëÿ a = g− 1 íå
¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðÿä ðåçóëüòàòiâ ïðî äiþ äèôåðåíöiþâàíü íà åëåìåíòè
òà íà ïiäìíîæèíè êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ êiëåöü ïåðåíîñÿòüñÿ (ïðè ïåâíèõ
îáìåæåííÿõ íà êîìóòàòîðè åëåìåíòiâ) íà íåêîìóòàòèâíi êiëüöÿ (äèâ., íàïðè-
êëàä, [5], [6]). Çîêðåìà, äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ íåêî-
ìóòàòèâíèõ êiëåöü âèêîíóþòüñÿ ïðè óìîâi êîìóòóâàííÿ åëåìåíòiâ ç ¨õ îáðàçàìè
ïðè äèôåðåíöiþâàííÿõ.
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